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Résumé

Pour un produit libre G, on s’intéresse à l’existence de représentations libres fidèles du
groupe des automorphismes extérieurs Out(G), c’est-à-dire de plongements de Out(G)
dans Out (Fm) pour un entier m. Pour cela, on se base sur des travaux de Bridson et
Vogtmann qui construisent des plongements de Out (Fn) dans Out (Fm) pour certaines
valeurs de n et m en interprétant Out (Fn) comme le groupe des équivalences d’homo-
topie d’un graphe X de genre n, et en relevant les équivalences d’homotopie de X à un
revêtement abélien caractéristique de genre m. Afin d’adapter leur méthode au cas des
produits libres, on utilise une notion de représentation arboréale, qui est une manière
de comprendre les graphes de groupes par le biais de l’action du groupe fondamental sur
l’arbre de Serre. On traduit des notions d’équivalences d’homotopie et de revêtements pour
les représentations arboréales et on les relie au groupe Out(G). En utilisant ces notions,
ainsi qu’une présentation de Out(G) due à Fuchs-Rabinovich, on montre par exemple que
Out(G) admet une représentation libre fidèle lorsque G = Fd ∗ Gd+1 ∗ · · · ∗ Gn, avec Fd
libre de rang d et Gi abélien fini d’ordre premier avec n− 1. Ceci implique en particulier
que Out(G) satisfait l’alternative de Tits, car Out (Fm) la satisfait.
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Introduction

Étant donné un groupe G, on note Aut(G) le groupe des automorphismes de G. On
considère le sous-groupe normal Inn(G) constitué des conjugaisons par les éléments de G
et on s’intéresse au quotient

Out(G) = Aut(G)/ Inn(G).

Le groupe Out(G) est appelé groupe des automorphismes extérieurs de G.
L’étude de Out (Fn), où Fn est le groupe libre de rang n, a pris une grande ampleur à

la suite des travaux de Culler et Vogtmann [5] qui ont introduit le concept d’outre-espace,
un analogue pour les graphes de l’espace de Teichmüller d’une surface, et sur lequel agit
Out (Fn). Une piste de généralisation naturelle consiste à étudier Out(G) dans le cas où G
est un produit libre. Citons dans cette direction la construction d’un outre-espace associé
à un produit libre par Guirardel et Levitt [12].

Une stratégie possible d’étude de Out(G) est de tenter de le plonger dans un groupe
mieux compris, par exemple dans Out (Fn). Suivant la terminologie introduite par Kielak
[14], et par analogie avec la notion de représentation linéaire, un tel morphisme d’un groupe
Γ dans Out (Fn) sera appelé une représentation libre de Γ.

On peut espérer que l’existence de représentations libres fidèles d’un groupe permette
d’étendre à ce groupe des propriétés de Out (Fn). Par exemple, Bestvina, Feighn et Handel
[2] ont montré que Out (Fn) satisfait l’alternative de Tits : tout sous-groupe de Out (Fn) est
virtuellement résoluble ou contient un sous-groupe libre non abélien. On peut reformuler
ce résultat comme suit.

Théorème (Bestvina-Feighn-Handel [2]). Si un groupe Γ admet une représentation libre
fidèle, alors il satisfait l’alternative de Tits, c’est-à-dire que tout sous-groupe de Γ est soit
virtuellement résoluble, soit contient un sous-groupe libre non abélien.

Cette formulation souligne l’analogie avec le résultat originel dû à Tits [19], selon lequel
tout groupe linéaire (autrement dit tout groupe admettant une représentation linéaire
fidèle) satisfait l’alternative de Tits. Le Théorème de Bestvina-Feighn-Handel est donc
un résultat structurel fort pour les groupes admettant des représentations libres fidèles,
parallèlement au cas des groupes linéaires.

Collins [4] a par ailleurs montré que, si G est un produit libre d’un nombre fini de
groupes finis, alors il existe un sous-groupe libre F d’indice fini dans G tel que le quo-
tient Aut(G)/ Inn(F ) se plonge dans Out(F ). Ceci permet à Collins d’utiliser les résultats
cohomologiques de Culler et Vogtmann [5] sur Out (Fn) pour déduire que Out(G) est
virtuellement sans torsion et de dimension cohomologique virtuelle finie.

Ces résultats montrent l’intérêt qu’il peut y avoir à construire des représentations libres
fidèles de groupes. Nous nous attachons donc dans ce qui suit à ce problème pour le groupe
Out(G), où G est un produit libre.
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Pour cela, nous nous inspirons des travaux de Bridson et Vogtmann [3], dans lesquels
ils étudient l’existence de plongements Out (Fn) ↪→ Out (Fm) pour certaines valeurs de
n et m. Leur méthode consiste à voir Fn comme le groupe fondamental d’un graphe X
de genre n et à analyser certains revêtements abéliens caractéristiques p : X̂ → X avec
π1X̂ ∼= Fm. Dans ce contexte, Out (Fn) peut être interprété comme le groupe HE(X) des
équivalences d’homotopie de X à homotopie près, et Bridson et Vogtmann [3] montrent
que, si m = rn(n − 1) + 1, avec r premier avec n − 1, alors il existe un plongement
Out (Fn) ↪→ Out (Fm) obtenu en relevant les équivalences d’homotopie deX au revêtement
X̂. Nous expliquons plus en détails la méthode de Bridson et Vogtmann dans le Chapitre
1.

Notre but est ensuite d’appliquer cette méthode en remplaçant le groupe libre Fn par
un produit libre G. Dans ce cas, G devient le groupe fondamental d’un graphe de groupes
X. Notre première étape consistera donc à donner un sens aux notions d’homotopie et de
revêtements pour les graphes de groupes. Suivant l’idée de Guirardel et Levitt [12], nous
changerons de point de vue et nous focaliserons non pas sur la structure de graphe de
groupes de X, mais sur l’action de G sur un revêtement universel X̃ (au sens des graphes
de groupes). Notre objet fondamental est donc un arbre, X̃, muni de l’action du groupe G.
C’est cet objet que nous appellerons représentation arboréale de G, et que nous étudierons
dans le Chapitre 2, dans le but de formaliser le lien entre les équivalences d’homotopie des
représentations arboréales de G et la structure algébrique de Out(G).

Nous pourrons ensuite utiliser la méthode de Bridson et Vogtmann pour construire des
plongements Out(G) ↪→ Out(N), pour certains choix d’un produit libre G et d’un sous-
groupe N correspondant à un revêtement abélien caractéristique d’une représentation
arboréale de G. Ce sera l’objet du Chapitre 3. Les résultats principaux seront les suivants.

Théorèmes A et B. Soit G = Fd ∗ Gd+1 ∗ · · · ∗ Gn, avec n > 2, Fd libre de rang d,
Gd+1, . . . , Gn abéliens non isomorphes à Z.
(A) Si d = 0, on se donne, pour tout i ∈ {1, . . . , n}, un entier ri ∈ Z premier avec n− 1,

de telle sorte que ri = rj dès que Gi ∼= Gj. Si N = G′Gr1
1 · · ·Grnn , alors il existe un

plongement Out(G) ↪→ Out(N).
(B) En général, on se donne un entier r ∈ Z premier avec n− 1. Si N = G′Gr, alors il

existe un plongement Out(G) ↪→ Out(N).

On s’intéresse particulièrement aux cas où N est libre de rang fini, car ils donnent
des représentations libres fidèles de Out(G). On obtient par exemple les deux corollaires
suivants.

Corollaire B1. Soit G = Fd∗Gd+1∗· · ·∗Gn, avec n > 2, Fd libre de rang d, Gd+1, . . . , Gn
abéliens finis. On suppose que n − 1 est premier avec l’ordre |Gi| de chaque facteur Gi.
Alors il existe un sous-groupe libre F de rang fini et d’indice fini dans G tel qu’on ait un
plongement

Out(G) ↪→ Out(F ).

En particulier, Out(G) admet une représentation libre fidèle.

Corollaire B2. Soit G = Fd∗Gd+1∗· · ·∗Gn, avec Fd libre de rang d, Gd+1, . . . , Gn abéliens
finis. Alors il existe un entier k > 0 tel que Out (Fk ∗G) admette une représentation libre
fidèle.

Il s’ensuit d’après le Théorème de Bestvina-Feighn-Handel que Out(G) satisfait l’al-
ternative de Tits lorsque G est un produit libre vérifiant les hypothèses du Corollaire B1.
Horbez [13] a prouvé plus généralement que, si G = Fd ∗Gd+1 ∗ · · · ∗Gn, avec Gi librement
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indécomposable tel que Gi et Out (Gi) satisfont l’alternative de Tits, alors Out(G) satis-
fait aussi l’alternative de Tits. On obtient donc une nouvelle preuve du résultat de Horbez
dans le cas particulier des produits libres vérifiant les hypothèses du Corollaire B1.

Remerciements. Je tiens à remercier François Dahmani d’avoir proposé ce sujet de
mémoire et d’avoir encadré mon travail. Les nombreuses discussions que nous avons eues
m’ont indéniablement permis d’avancer et de faire de ce mémoire ce qu’il est. J’ai pris
un grand plaisir, que j’espère faire partager au lecteur, à comprendre de nouvelles idées
mathématiques.
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Notations et préliminaires

Graphes et arbres. On travaille avec la définition de graphe utilisée par Serre dans
[18] : un graphe est un quadruplet X =

(
V (X), ~E(X), oX , ιX

)
, où V (X) est un ensemble,

dit de sommets, ~E(X) est un ensemble, dit d’arcs, oX : ~E(X) → V (X) est l’application
origine et ιX : ~E(X) → ~E(X) est une involution sans point fixe (on notera ē = ιX(e)).
Une arête de X est une paire {e, ē}, pour e ∈ ~E(X). Un chemin dans X est une suite
alternée de sommets et d’arcs

c = (v0, e1, v1, e2, v2, . . . , vk−1, ek, vk) ,

avec k > 0, vi = oX (ei) = oX (ēi−1). On pose oX(c) = v0. On a un chemin inverse donné
par

c̄ = ιX(c) = (vk, ēk, vk−1, . . . , v2, ē2, v1, ē1, v0) .

On note P (X) l’ensemble des chemins de X. On fera parfois l’abus d’écrire v ∈ X plutôt
que v ∈ V (X).

Si X,Y sont deux graphes, un morphisme f : X → Y est la donnée d’applications
fV : V (X)→ V (Y ) et f ~E : ~E(X)→ P (Y ) telles que oY ◦f ~E = fV ◦oX et ιY ◦f ~E = f ~E ◦ιX .
Noter qu’on autorise un morphisme à envoyer une arête sur un chemin, y compris de
longueur nulle (qui correspond alors à un sommet).

Le graphe X est dit connexe si pour tous u, v ∈ V (X), il existe c ∈ P (X) tel que
oX(c) = u et oX (c̄) = v.

Un chemin c = (v0, e1, v1, . . . , vk−1, ek, vk) est dit réduit lorsque ei 6= ēi−1 pour tout
i. Un lacet est un chemin c tel que oX(c) = oX (c̄). Un arbre est un graphe connexe sans
lacet réduit.

Observons qu’un morphisme réduit d’arbres (tel que l’image de tout arc est un chemin
réduit) est caractérisé par les images des sommets. On définira donc souvent un morphisme
d’arbres sans spécifier les images des arcs, avec l’hypothèse implicite que le morphisme
construit est choisi réduit.

Groupe fondamental d’un graphe. La théorie du groupe fondamental et des revê-
tements des graphes peut être obtenue de deux manières équivalentes. La première est
topologique : un graphe peut être muni d’une structure d’espace topologique en prenant
une copie du segment unité [0, 1] pour chaque arête, et en les recollant selon les extrémités
communes. On obtient ainsi les notions de groupe fondamental et de revêtements pour les
graphes comme cas particuliers du cadre général topologique.

Le second point de vue, plus proche de ce qui suit, est combinatoire. Il consiste à
définir l’homotopie de chemins dans un graphe comme la relation d’équivalence géné-
rée par la suppression des aller-retours (c’est-à-dire que tout sous-chemin de la forme
(vi, ei+1, vi+1, ēi+1, vi) peut être remplacé par (vi)), et à définir le groupe fondamental en
un sommet v0 comme groupe des classes d’homotopie de lacets en v0 pour l’opération
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de concaténation. Un revêtement est un morphisme de graphes qui est surjectif sur les
sommets et qui induit des bijections sur les voisinages des sommets.

Action par conjugaison et automorphismes extérieurs. Étant donné un groupe
G et un élément γ ∈ G, on a un automorphisme ad(γ) ∈ Aut(G) défini par

ad(γ) : g 7→ γgγ−1.

L’application γ 7→ ad(γ) définit un morphisme de groupes

ad : G→ Aut(G).

Ce morphisme est injectif lorsque G a un centre trivial. Le groupe des automorphismes
intérieurs de G est le sous-groupe normal Inn(G) = ad(G) E Aut(G) et le groupe des
automorphismes extérieurs est le quotient Out(G) = Aut(G)/ Inn(G).

Un sous-groupe N de G est dit normal s’il est stabilisé par tous les automorphismes
intérieurs de G ; N est dit caractéristique s’il est stabilisé par tous les automorphismes de
G.

Lorsqu’on écrira une flèche G → Aut(G) sans plus de précision, celle-ci désignera
toujours le morphisme ad.

Théorème de Grushko. Le théorème fondamental pour la suite est un résultat de
rigidité des produits libres. Ce résultat est souvent combiné avec l’existence des décompo-
sitions en produits libres et formulé comme suit.

Théorème (Grushko). Si G est un groupe de type fini, alors il existe des groupes librement
indécomposables G1, . . . , Gm non isomorphes à Z, et un groupe libre Fr de rang r > 0 tel
que

G = G1 ∗ · · · ∗Gm ∗ Fr.

De plus, si on a une autre décomposition G = H1 ∗ · · · ∗Hn ∗Fs avec H1, . . . ,Hn librement
indécomposables non isomorphes à Z et Fs libre de rang s, alors m = n, r = s, et il existe
une permutation σ ∈ Sm et des éléments γ1, . . . , γm ∈ G tels que Hi = γiGσ(i)γ

−1
i pour

tout i.

En fait, nous n’aurons besoin dans la suite que de l’unicité de la décomposition. Il
semblerait que la parenté du résultat d’unicité doive être attribuée à Kurosh, qui l’appelle
Isomorphiesatz dans [15]. Il s’obtient comme corollaire du Untergruppensatz de Kurosh
(voir [15]), au moins dans le cas où G n’a pas de facteur libre. L’argument original est de
nature combinatoire, mais le Untergruppensatz peut être prouvé simplement à l’aide de la
théorie de Bass-Serre (voir le livre de Serre [18, § I.5.5]).

La contribution de Grushko [11] fut de montrer l’additivité du rang (si rg(G) est le
nombre minimal de générateurs de G, alors rg (A ∗B) = rgA + rgB). L’existence de la
décomposition découle alors immédiatement.
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Chapitre 1

La méthode de Bridson-Vogtmann

1.1 Interprétation topologique des automorphismes exté-
rieurs

L’idée clé de Bridson et Vogtmann pour étudier l’existence de plongements de Out (Fn)
dans [3] est une interprétation topologique de ce groupe. Considérons pour cela un graphe
X de genre n, de sorte que le groupe fondamental F = π1X est isomorphe au groupe libre
Fn de rang n. Étant donnée une équivalence d’homotopie f : X → X à point base fixé,
on obtient un automorphisme f∗ ∈ Aut (F ) par action sur le groupe fondamental. Si on
n’impose pas à f de fixer un point base, l’automorphisme f∗ n’est défini qu’à composition
par une conjugaison près, et peut donc être vu comme un élément de Out (F ). En notant
HE(X) le groupe des équivalences d’homotopie de X à homotopie près, ceci définit un
morphisme de groupes

HE(X)→ Out (F ) .

Comme X est un graphe, ce morphisme est en fait un isomorphisme.
Introduisons maintenant un revêtement p : X̂ → X. Alors X̂ est aussi un graphe,

donc N = π1X̂ est un groupe libre, et HE
(
X̂
)
∼= Out (N). En fait, on peut relier plus

précisément les automorphismes de F à ceux de N . On a besoin à cette fin de la notion
suivante.

Définition 1.1. Soit p : X̂ → X un revêtement d’espaces topologiques. On dit qu’une
application f : X̂ → X̂ préserve les fibres de p si pour tout x ∈ X, il existe y ∈ X tel que
f
(
p−1(x)

)
⊆ p−1(y).

Deux applications préservant les fibres f0, f1 : X̂ → X̂ sont dites homotopes suivant
les fibres s’il existe une homotopie f• : [0, 1]× X̂ → X̂ entre f0 et f1 telle que ft : X̂ → X̂
préserve les fibres pour tout t ∈ [0, 1].

On note FHE(p) le groupe des équivalences d’homotopie de X̂ préservant les fibres de
p, à homotopie suivant les fibres près.

Le bon contexte pour ce qui suit est celui où p est un revêtement caractéristique.
Rappelons qu’un sous-groupe H d’un groupe G est caractéristique s’il est stable par tous
les automorphismes de G, et que le revêtement p : X̂ → X est caractéristique si p∗π1X̂
est un sous-groupe caractéristique de π1X. Cela renforce la notion de sous-groupe normal
et de revêtement normal. Un revêtement normal (et donc en particulier un revêtement
caractéristique) a un groupe de Galois, qu’on notera Deck(p), et qui est isomorphe à
π1X/p∗π1X̂.
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Le résultat suivant est le point de départ de la méthode de Bridson et Vogtmann (c’est
la Proposition 1 de [3]). Nous donnerons dans le Chapitre 2 de ce rapport une preuve de
cette proposition dans le cadre plus général des représentations arboréales (nous repren-
drons essentiellement la preuve de Bridson et Vogtmann, mais en utilisant un formalisme
combinatoire plutôt que topologique).

Proposition 1.2. Soit p : X̂ → X un revêtement caractéristique de graphes. On note
F = π1X et N = π1X̂. Si le centralisateur de N dans F est trivial, alors on a une
équivalence de suites exactes :

1 F/N Aut(F )/N Out(F ) 1

1 Deck(p) FHE(p) HE(X) 1

∼= ∼= ∼=

À partir de cette observation, la construction d’un scindement HE(X) ↪→ FHE(p),
ou en termes plus topologiques le relèvement à X̂ des équivalences d’homotopie de X, se
traduit par l’existence d’un scindement Out(F ) ↪→ Aut(F )/N . Or, comme N est carac-
téristique dans F , on dispose d’un morphisme Aut(F ) → Aut(N) défini par restriction
des automorphismes, ce qui permettra dans certains cas d’obtenir par composition un
plongement Out(F ) ↪→ Aut(F )/N ↪→ Aut(N)/N = Out(N).

1.2 Construction de représentations libres de Out (Fn)
S’appuyant sur ce lien entre algèbre et topologie, Bridson et Vogtmann considèrent

comme graphe X la rose à n pétales (qui a donc un groupe fondamental isomorphe à Fn),
et s’intéressent aux revêtements caractéristiques p : X̂ → X et pr : X̂r → X de groupes
fondamentaux respectifs N = F ′n et Nr = F ′nF

r
n où F ′n est le sous-groupe dérivé de Fn

(c’est-à-dire le sous-groupe engendré par les commutateurs) et r ∈ Z est un entier à fixer.
Remarquons que le revêtement p : X̂ → X a pour groupe de Galois l’abélianisé de π1X ; il
est appelé revêtement abélien maximal de X. Ainsi, X̂ a une géométrie très simple : c’est
la grille Zn, qu’on pourra voir comme plongée dans Rn, ce dernier étant muni d’une base
(e1, . . . , en), telle que, si (a1, . . . , an) est une base libre de Fn, alors l’action du groupe de
Galois Deck(p) ∼= Fn/N sur X̂ = Zn ⊆ Rn est donnée par le fait que ai agit comme une
translation dans la direction ei. Le revêtement X̂r est simplement obtenu en regardant X̂
modulo r ; c’est donc un tore (Z/r)n.

Pour relever les équivalences d’homotopie de X à X̂r, Bridson et Vogtmann utilisent
une présentation du groupe HE(X) ∼= Out (Fn) tirée des travaux de Gersten [9]. Sans
donner le détail des relations de Gersten, indiquons au moins quels générateurs sont utili-
sés. Pour cela, on munit Fn d’une base libre (a1, . . . , an). Les générateurs de Gersten sont
alors :

— Les transvections à droite ρij (avec i 6= j), données par aj 7→ ajai et ak 7→ ak pour
k 6= j,

— Les transvections à gauche λij (avec i 6= j), données par aj 7→ aiaj et ak 7→ ak pour
k 6= j,

— La réflexion τ1 donnée par a1 7→ a−1
1 et ak 7→ ak pour k 6= 1.

Noter qu’on a inversé les notations de Bridson et Vogtmann : on note ρij , λij à la place de
ρji, λji pour obtenir une notation cohérente avec celles de Fuchs-Rabinovich [8], que nous
réutiliserons plus loin.
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Il s’agit de se donner pour chaque générateur s de HE(X) un relevé ŝ ∈ FHE(p)
de sorte que les relevés satisfassent les relations de HE(X). On voudrait a priori prendre
pour chaque générateur un relevé dit standard, qu’on notera s0, fixant par exemple le point
0 ∈ Zn = X̂. Toutefois, cela ne peut pas fonctionner, car cela reviendrait à considérer le
morphisme de restriction Aut (Fn) → Aut (Nr) et à espérer qu’il induise un morphisme
Out (Fn) → Out (Nr). Ce ne peut pas être le cas car un automorphisme intérieur de Fn
n’induit pas toujours sur Nr un automorphisme intérieur de Nr.

Il s’agit donc de remplacer les relevés standards s0 des générateurs par des corrigés ŝ
satisfaisant les relations de HE(X) (et tels que ŝ se projette sur s dans X). Si l’entier r est
choisi premier avec n−1 (avec Nr = F ′nF

r
n), on peut se donner des entiers u, t ∈ Z tels que

u(n − 1) + tr = 1 (notons que, si n = 2, on peut prendre r = t = 0 et u = 1). En voyant
les relevés comme des équivalences d’homotopie (préservant les fibres) de X̂, lui-même
identifié à Zn, les corrections effectuées par Bridson et Vogtmann s’écrivent comme suit :

— Les transvections à droite ne sont pas corrigées : ρ̂ij = (ρij)0,
— Les transvections à gauche sont corrigées par une translation : λ̂ij = (λij)0 − uei,
— La réflexion est corrigée par une translation : τ̂1 = (τ1)0 + ue1.

La construction ne fonctionnera pas tout à fait dans ce cadre (c’est-à-dire que, sauf lorsque
n = 2, on n’obtiendra pas un scindement HE(X) ↪→ FHE(p)), mais elle fonctionnera
modulo r, ce qui donnera un scindement HE(X) ↪→ FHE (pr).

0 e1

e2

X̂

λ̂12−−−−→
λ̂12(0)

X̂

Figure 1 – Illustration du relevé λ̂12 : X̂ → X̂ avec n = 2 et u = 1

On illustre par exemple en Figure 1 l’action géométrique de λ̂12 : à gauche, on a
représenté une portion du graphe X̂, et à droite, son image par λ̂12. Les arêtes de type a2
et de direction e2 dans X̂ sont envoyées sur des chemins de longueur 2, de type a1a2, qui
font un pas vers la droite puis un pas vers le haut.

Une fois les relevés construits, il faut vérifier qu’ils satisfont les relations de Gersten.
Pour cela, on remarque que les relevés de tous les générateurs agissent par transformations
affines sur les sommets de X̂, vus comme points de Zn. Parmi les relations de Gersten
pour HE(X) ∼= Out (Fn), un certain nombre sont en fait valables dans le groupe HE•(X)
des équivalences d’homotopie de X à point base fixé (qui est isomorphe à Aut (Fn)). Pour
ces relations, il suffit de vérifier que les relevés agissent trivialement sur les sommets de X̂
(en effet, comme ce sont des relations de Aut (Fn), leurs relevés agissent trivialement sur
les types d’arêtes) ; et comme l’action sur les sommets est affine, cette vérification peur
être effectuée en calculant simplement un produit matriciel.

Reste une relation spécifique au groupe HE(X) :∏
i>2

ρ1iλ
−1
1i = 1.
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Lorsqu’on calcule le relevé f̂ =
∏
i>2 ρ̂1iλ̂

−1
1i de cette relation, on obtient une équivalence

d’homotopie de X̂ qui envoie l’arête d’origine v et de type ai sur le chemin d’origine
v + e1 − tre1 et de type a−1

1 aia1. Cette application f̂ : X̂ → X̂ est donc homotope à
l’élément du groupe de Galois donné par v 7→ v − tre1, qui est trivial dans X̂r.

Ainsi, les relevés corrigés par Bridson et Vogtmann satisfont bien les relations de Gers-
ten, donc ils définissent un morphisme de groupes HE(X)→ FHE (pr) qui est un scinde-
ment de FHE (pr) � HE(X). D’après la Proposition 1.2, le morphisme Aut (Fn) /Nr �
Out (Fn) est donc lui aussi scindé, ce qui donne un plongement Out (Fn) ↪→ Aut (Fn) /Nr.

De plus, Nr étant un sous-groupe caractéristique d’indice fini de Fn, Bridson et Vogt-
mann prouvent [3, Lemme 1] que le morphisme de restriction Aut (Fn) → Aut (Nr) est
injectif. Nous verrons (Lemme 3.7 de ce texte) une adaptation de leur preuve dans un
cadre un peu plus général. On obtient ainsi par composition un plongement Out (Fn) ↪→
Out (Nr). Comme Nr est un sous-groupe d’indice rn de Fn, il est libre de rang rn(n−1)+1
(d’après le Théorème de Nielsen-Schreier), ce qui donne le Corollaire A de [3] :

Théorème 1.3 (Bridson-Vogtmann [3]). Soit n, r > 2 tels que r est premier avec n− 1.
Si m = rn(n− 1) + 1, alors il existe un plongement

Out (Fn) ↪→ Out (Fm) .

1.3 Optimalité de la construction
L’argument de Bridson et Vogtmann développé dans le paragraphe précédent montre

que, si r est premier avec n−1, alors le morphisme Aut (Fn) /F ′nF rn → Out (Fn) est scindé.
Lorsque r n’est pas premier avec n− 1, Bridson et Vogtmann [3] montrent en fait que ce
morphisme n’est pas scindé. Pour ce faire, ils exhibent un élément d’ordre fini de Out (Fn)
dont tout antécédent dans Aut (Fn) /F ′nF rn est d’ordre infini. D’après la Proposition 1.2,
cela revient à fixer un graphe X de genre n, à noter pr : X̂r → X son revêtement de
groupe fondamental F ′nF rn , et à trouver une équivalence d’homotopie de X qui est d’ordre
fini (à homotopie près) et dont tout relevé à X̂r est d’ordre infini. Le graphe X choisi par

an−1

a1

a2

a3

. . .

. . . a0

Figure 2 – Graphe de genre n avec une symétrie d’ordre n− 1 (sur le dessin, n = 7)

Bridson et Vogtmann est un (n− 1)-cycle où on attache une boucle à chaque sommet. On
en donne une représentation en Figure 2, où le graphe a été muni d’un arbre couvrant et
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d’un étiquetage des cordes par une base de Fn, ce qui donne une identification de π1X
avec Fn. Le graphe X a la spécificité d’avoir une symétrie d’ordre n−1, qui est la rotation
envoyant la boucle étiquetée par ai sur celle étiquetée par ai+1. On notera cette rotation
θ et on la verra comme un élément du groupe HE(X) des équivalences d’homotopie de X
à homotopie près.

Le revêtement abélien maximal X̂ de X est une grille Zn, où la direction correspondant
au générateur a0 de π1X a été dilatée. Le graphe X̂ peut être plongé dans Rn, lui-même
muni d’une base (e0, . . . , en−1), où l’action du groupe de Galois est donnée par a0 · v =
v + (n− 1)e0, et ai · v = v + ei pour 1 6 i 6 n− 1 avec le marquage de la Figure 2.

À partir de là, on peut travailler en coordonnées, calculer explicitement les relevés de
θ dans FHE (pr), et vérifier qu’ils sont tous d’ordre infini lorsque r n’est pas premier avec
n − 1. Il s’ensuit que le morphisme FHE (pr) � HE(X) ne peut pas être scindé, donc
Aut (Fn) /F ′nF rn � Out (Fn) non plus.

Les arguments esquissés jusqu’ici montrent que Aut (Fn) /N � Out (Fn) est scindé
lorsque N = F ′nF

r
n avec r premier avec n − 1, et non scindé lorsque N = F ′nF

r
n pour les

autres valeurs de r. On pourrait se demander s’il existe d’autres choix de sous-groupes
caractéristiques N de Fn pour lesquels le scindement est possible. En fait, le lemme qui
suit implique que l’analyse ci-dessus couvre tous les sous-groupes caractéristiques N de
Fn tels que le quotient Fn/N est abélien.

Lemme 1.4. (i) Tout sous-groupe caractéristique N de Zn est de la forme N = rZn
pour un entier r > 0.

(ii) Tout sous-groupe caractéristique N de Fn tel que Fn/N est abélien est de la forme
N = F ′nF

r
n pour un entier r > 0.

Démonstration. (i) Notons (e1, . . . , en) une base de Zn. On peut supposer que N 6= 0,
de sorte qu’il existe x = λ1e1 + · · ·+λnen ∈ N r 0. Sans perte de généralité, λ1 6= 0 ;
en considérant l’automorphisme ϕ ∈ Aut (Zn) donné par e1 7→ −e1 et ei 7→ ei pour
i 6= 1, on voit que 2λ1e1 = x− ϕ(x) ∈ N . Ainsi, l’entier

r = min {λ > 1, λe1 ∈ N}

est bien défini. On a alors re1 ∈ N , et en considérant un automorphisme envoyant e1
sur ei, on voit que rei ∈ N pour tout i, d’où rZn ⊆ N . Si cette inclusion n’est pas une
égalité, alors on peut trouver y = µ1e1 + · · ·+µnen ∈ NrrZn. Quitte à soustraire un
élément de rZn, on peut supposer que |µi| 6 r/2 pour tout i. Comme précédemment,
on voit que 2 |µi| ei ∈ N , donc 2 |µi| e1 ∈ N pour tout i. Par choix de r, on doit avoir
µi = 0 ou |µi| = r/2 (et dans ce cas, on peut supposer µi = r/2 quitte à appliquer
un automorphisme envoyant ei sur −ei). Ainsi, y = r/2 (η1e1 + · · ·+ ηnen), avec
ηi ∈ {0, 1}. Comme y 6∈ N , il existe i tel que ηi 6= 0, donc il existe un automorphisme
de Zn envoyant η1e1 + · · ·+ ηnen sur e1. On a ainsi (r/2) e1 ∈ N , ce qui contredit le
choix de r. Donc N = rZn.

(ii) Comme Fn/N est abélien, on a F ′n ⊆ N , et l’application quotient Fn → Fn/N
se factorise par Fn/F ′n = Zn. Donc Fn/N est un quotient de Zn ; on note N0 =
Ker (Zn → Fn/N). Comme le morphisme naturel Aut (Fn) → Aut (Zn) est surjectif
(on peut le voir en remarquant que Aut (Zn) = GLn (Z) est engendré par des matrices
de transvection et de réflexion), et que N est un sous-groupe caractéristique de Fn, il
s’ensuit que N0 est aussi un sous-groupe caractéristique de Zn. D’après (i), on peut
écrire N0 = rZn (avec r > 0), d’où N = F ′nF

r
n .
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En rassemblant ce qui précède, on a caractérisé les revêtements abéliens caractéristiques
p d’un graphe X pour lesquels le morphisme FHE(p)� HE(X) est scindé. En termes plus
algébriques, cela donne le Théorème 1 de [3] :

Théorème 1.5 (Bridson-Vogtmann [3]). Soit N un sous-groupe caractéristique du groupe
libre Fn de rang n > 2 tel que Fn/N est abélien. Alors la suite exacte

1→ Fn/N → Aut (Fn) /N → Out (Fn)→ 1

est scindée si et seulement si N = F ′nF
r
n avec r premier avec n− 1.

Si on n’impose plus à Fn/N d’être abélien, la géométrie du revêtement X̂ devient
immédiatement plus subtile. Par exemple, si N = [Fn, F ′n], alors Fn/N est le groupe 2-
nilpotent libre de rang n (c’est le groupe de Heisenberg lorsque n = 2). Si X est la rose
à n pétales, alors X̂ se plonge dans R(n+1

2 ), et on peut encore travailler en coordonnées,
mais les calculs se complexifient et il n’est pas clair qu’on puisse construire un scindement
de FHE(p)� HE(X) (modulo r) ni en prouver l’impossibilité.
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Chapitre 2

Représentations arboréales,
équivalences d’homotopie et
revêtements

2.1 Notion de représentation arboréale

Étant donné un graphe X muni d’un point base x0, on a une action libre du groupe
fondamental π1 (X,x0) sur le revêtement universel X̃, qui est un arbre. De plus, tout mor-
phisme de graphes f : (X,x0)→ (Y, y0) induit un morphisme de groupes f∗ : π1 (X,x0)→
π1 (Y, y0) ainsi qu’un morphisme d’arbres f̃ :

(
X̃, x̃0

)
→
(
Ỹ , ỹ0

)
, qui est défini de manière

unique après avoir choisi des relevés x̃0, ỹ0 de x0, y0. Enfin, f̃ est π1-équivariant au sens où

f̃ (γ · x̃) = (f∗γ) · f̃ (x̃)

pour tous x̃ ∈ X̃ et γ ∈ π1 (X,x0). Réciproquement, étant donné deux arbres munis
d’actions libres de groupes, tout morphisme équivariant induit un morphisme entre les
graphes quotients.

Généraliser les notions de morphismes et revêtements aux graphes de groupes revient
à enlever l’hypothèse de liberté dans l’action du groupe fondamental sur le revêtement
universel. C’est ce qui motive la définition suivante.

Définition 2.1. Une représentation arboréale est un couple (A,G) constitué d’un arbre
A et d’un groupe G agissant sur A sans inversion d’arête. Le groupe G est le groupe
fondamental de la représentation arboréale et l’arbre A en est le revêtement universel.
Un morphisme de représentations arboréales ϕ : (A,G) → (B,H) est la donnée d’un
morphisme de groupes ϕ∗ : G → H et d’un morphisme d’arbres ϕ : A → B qui est
équivariant, au sens où

ϕ(g · c) = (ϕ∗g) · ϕ(c)

pour tout chemin c ∈ P (A) et tout élément g ∈ G.

Notons que, si (A,G) est une représentation arboréale, alors le quotient G\A a na-
turellement une structure de graphe de groupes, en étiquetant la classe [v] ∈ V (G\A)
du sommet v ∈ V (A) par la classe d’isomorphisme du stabilisateur StabG(v) et la classe
[e] ∈ ~E (G\A) par StabG(e). Si l’action de G sur A est libre, alors les stabilisateurs sont
triviaux et le quotient est en fait un graphe. Dans tous les cas, la théorie de Bass-Serre

14



explique comment reconstruire A (ainsi que G et son action) comme revêtement universel
du graphe de groupes G\A (voir la monographie de Serre [18]). De plus, Bass définit dans
[1] une notion de morphisme de graphes de groupes ; cette notion est plus restrictive que la
notre, car elle revient à considérer les morphismes équivariants d’arbres, mais en imposant
aux morphismes d’envoyer toute arête sur une arête, et pas sur un chemin (voir [1, Prop.
2.4]).

Afin de définir une bonne notion d’homotopie pour les représentations arboréales, il
s’agit d’abord de caractériser l’homotopie dans les graphes de manière purement combina-
toire. Considérons deux morphismes de graphes f0, f1 : (X,x0)→ (Y, y0). Si f0 et f1 sont
homotopes relativement à x0, alors les morphismes induits f0∗, f1∗ : π1 (X,x0)→ π1 (Y, y0)
sont égaux. Si f0 et f1 sont librement homotopes, il existe une homotopie f• entre les deux,
et si c est le lacet t 7→ ft (x0) basé en y0 dans Y , alors on a f0∗ = ad(c) ◦ f1∗ (où on rap-
pelle que ad(c) : γ 7→ cγc−1). En fait, ceci caractérise l’homotopie dans les graphes, d’où
la définition suivante.

Définition 2.2. Soit ϕ0, ϕ1 : (A,G)→ (B,H) deux morphismes de représentations arbo-
réales.
— On dit que ϕ0 et ϕ1 sont homotopes, et on note ϕ0 ∼ ϕ1, si ϕ0∗ = ϕ1∗ : G→ H.

— On dit que ϕ0 et ϕ1 sont librement homotopes, et on note ϕ0
libre∼ ϕ1, s’il existe

h ∈ H tel que ϕ0∗ = ad(h) ◦ ϕ1∗.

2.2 Équivalences d’homotopie et réduction

Définition 2.3. Un morphisme de représentations arboréales ϕ : (A,G) → (B,H) est
appelé équivalence d’homotopie s’il existe ψ : (B,H) → (A,G) tel que ϕψ ∼ id(B,H) et
ψϕ ∼ id(A,G). Le morphisme ϕ est une équivalence d’homotopie libre s’il existe ψ tel que
ϕψ

libre∼ id(B,H) et ψϕ libre∼ id(A,G).
On note he•(A,G) et he(A,G) les ensembles des équivalences d’homotopie et des équi-

valences d’homotopie libres (A,G)→ (A,G). On considère de plus les groupes

HE•(A,G) = he•(A,G)/ ∼ et HE(A,G) = he(A,G)/ libre∼ .

Arrêtons-nous sur un exemple simple pour illustrer l’équivalence d’homotopie de repré-
sentations arboréales. La Figure 3 montre deux représentations arboréales de même groupe
fondamental G = Z/2 ∗ Z/2 ∗ Z/4, où on a noté a, b, c les générateurs respectifs des trois
facteurs Z/2,Z/2,Z/4. Pour visualiser une représentation arboréale (A,G), on dessine ici
son revêtement universel A, sur lequel on indique l’action du groupe G (ou seulement de
ses générateurs), et on donne le graphe de groupes quotient G\A, qui synthétise la donnée
de (A,G). Les sommets à stabilisateur trivial sont indiqués en noir et les autres en blanc ;
les arêtes d’une même orbite sont dessinées de la même couleur. Sur la Figure 3, on a un
morphisme de la représentation arboréale de gauche vers celle de droite correspondant à la
contraction de toutes les arêtes vertes (celles qui correspondent au générateur a), avec le
morphisme identité entre les groupes fondamentaux ; le morphisme induit sur les graphes
de groupes consiste à contracter l’unique arête verte. En fait, ce morphisme de représen-
tations arboréales est une équivalence d’homotopie, comme va le montrer la preuve du
Lemme 2.4 qui généralise cet exemple.

Le Lemme 2.4 est un résultat de réduction des représentations arboréales : le (ii) est
une reformulation du fait que, dans un graphe, on peut contracter un arbre couvrant pour
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A1

G\A1

c

ba

Z/4

Z/2Z/2

A2

G\A2

c

ba

Z/2

Z/4

Z/2

Figure 3 – Deux représentations arboréales homotopiquement équivalentes (A1, G) et
(A2, G)

obtenir une équivalence d’homotopie avec une rose à n pétales, et le (iii) en est un analogue
pour les représentations arboréales non libres, généralisant l’exemple de la Figure 3.

Lemme 2.4. Soit (A,G) une représentation arboréale à stabilisateurs d’arêtes triviaux.
(i) Si A0 est un sous-arbre de A invariant sous l’action de G, alors on a une équivalence

d’homotopie (A,G) ∼ (A0, G).
(ii) Si l’action de G sur A est libre, alors il existe une représentation arboréale (B,G)

simplement transitive sur les sommets, et qui soit homotopiquement équivalente à
(A,G).

(iii) Si l’action de G sur A n’est pas libre, alors il existe une représentation arboréale
(B,G) où tous les sommets sont à stabilisateur non trivial, et qui soit homotopique-
ment équivalente à (A,G).

Démonstration. (i) On définit un morphisme d’arbres r : A → A0 en posant r(v)
l’unique sommet de A0 minimisant la distance à v ∈ A. Comme A0 est G-invariant,
r : (A,G)→ (A0, G) est un morphisme avec r∗ = idG, et l’inclusion (A0, G)→ (A,G)
est un inverse de r à homotopie près.

(ii) Dans le cas où l’action de G sur A est libre, on a un graphe X = G\A dont G est
le groupe fondamental et A est le revêtement universel. On note n le genre de X et
R la rose à n pétales (c’est-à-dire l’unique graphe à un sommet et n arêtes) et R̃
son revêtement universel. Alors on a une équivalence d’homotopie X → R, qui se
relève en un morphisme d’arbres A → R̃, qu’on peut voir comme une équivalence
d’homotopie de représentations arboréales en notant que G ∼= π1R. Ainsi, (A,G)
est homotopiquement équivalente à

(
R̃, π1R

)
, qui est simplement transitive sur les

sommets.
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(iii) Considérons l’ensemble T des sommets de A à stabilisateur trivial. Notons que T est
G-stable et posons T̄ = G\T l’ensemble des orbites d’éléments de T . Pour Gv ∈ T̄ ,
on choisit une orbite Gp(v), avec p(v) ∈ A r T minimisant la distance à v, et on
note cv l’unique chemin de v à p(v) dans A et c̄Gv son orbite sous l’action de G.
Nécessairement, les sommets intérieurs du chemin cv sont tous dans T . On suppose
de plus que les choix de p(v) sont faits de sorte que, si w ∈ cv, alors p(w) = p(v).
Soit maintenant B l’arbre obtenu à partir de A en contractant toutes les orbites
c̄Gv. Comme l’ensemble contracté est G-stable, on a une action induite de G sur B
telle que le morphisme de contraction q : A → B est G-équivariant, autrement dit
q : (A,G)→ (B,G) est un morphisme de représentations arboréales avec q∗ = idG.
On peut de plus définir un morphisme d’arbres j : B → A par qj(v) = v, ce
qui donne un morphisme de représentations arboréales j : (B,G) → (A,G) avec
j∗ = idG. Ainsi, q, j sont des équivalences d’homotopie inverses l’une de l’autre, et
(B,G) n’a que des sommets à stabilisateur non trivial.

Le résultat suivant est une manière de dire que, comme dans les graphes, une équiva-
lence d’homotopie peut être spécifiée par son action sur le groupe fondamental.

Définition 2.5. Une représentation arboréale (A,G) est dite cocompacte si le graphe
quotient G\A est fini.

Proposition 2.6. Soit (A,G) une représentation arboréale cocompacte, à stabilisateurs
d’arêtes triviaux et à stabilisateurs de sommets librement indécomposables non isomorphes
à Z.
(i) Pour tout α ∈ Aut(G), il existe un morphisme ϕ : (A,G)→ (A,G) tel que ϕ∗ = α.
(ii) Soit ϕ : (A,G)→ (A,G). S’équivalent :

(a) ϕ ∈ he•(A,G).
(b) ϕ ∈ he(A,G).
(c) ϕ∗ ∈ Aut(G).

Démonstration. (i) D’après le Lemme 2.4, on peut se ramener à l’un des deux cas sui-
vants :
— L’action de G sur A est simplement transitive. On fixe dans ce cas un sommet

v ∈ A, de sorte qu’on a une bijection entre G et les sommets de A donnée
par g 7→ gv. On définit alors ϕ : A → A par ϕ(gv) = (αg)v, ce qui donne un
morphisme ϕ : (A,G)→ (A,G) avec ϕ∗ = α.

— Les sommets de A sont tous à stabilisateur non trivial. On considère alors le
graphe de groupes X = G\A (qui est fini et sans stabilisateurs d’arêtes), qu’on
munit d’un arbre couvrant T tel que A = X̃ est le revêtement universel associé,
et G = π1 (X, T ). On peut écrire

G = G1 ∗ · · · ∗Gk ∗ Fr,

avec Gi librement indécomposable non isomorphe à Z, et choisir une section
s : V (X)→ V (A) telle que, si v1, . . . , vk sont les sommets de X, alors

StabG (s (vi)) = Gi 6 G.

Les sommets de A sont alors les orbites des s (vi).
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D’après le Théorème de Grushko, il existe une permutation σ ∈ Sk, et pour tout
i, un certain γi ∈ G, tel que α (Gi) = γiGσ(i)γ

−1
i . On définit donc ϕ : A → A

par
ϕ (g · s (vi)) = (αg) γi · s

(
vσ(i)

)
.

On obtient ainsi un morphisme ϕ : (A,G)→ (A,G) avec ϕ∗ = α.
(ii) Il est clair que (ii)(a) ⇒ (ii)(b) ⇒ (ii)(c). Réciproquement, supposons que ϕ∗ ∈

Aut(G). D’après (i), il existe ψ : (A,G) → (A,G) tel que ψ∗ = (ϕ∗)−1, donc ψ est
un inverse de ϕ à homotopie près.

2.3 Suite exacte de Birman

Soit (A,G) une représentation arboréale. Étant donnée une équivalence d’homotopie ϕ ∈
he•(A,G), on a un automorphisme induit ϕ∗ de G. De plus, deux équivalences d’homotopie
ϕ0 et ϕ1 sont homotopes si et seulement si ϕ0∗ = ϕ1∗ ; ainsi, on obtient un monomorphisme
HE•(A,G) ↪→ Aut(G). On a de même un monomorphisme HE(A,G) ↪→ Out(G) faisant
commuter le diagramme suivant :

HE•(A,G) HE(A,G)

Aut(G) Out(G)

↪→ ↪→

Avec les hypothèses de la Proposition 2.6, le morphisme HE•(A,G)→ Aut(G) doit être
surjectif, et comme Aut(G)→ Out(G) l’est aussi, HE(A,G)→ Out(G) est aussi surjectif,
donc les flèches verticales sont des isomorphismes.

Les deux flèches horizontales du diagramme ci-dessus sont des applications quotients,
reste à déterminer leurs noyaux. Supposons pour cela que le centre Z(G) est trivial (c’est
le cas par exemple si G est un produit libre d’au moins deux facteurs). Dans ce cas, l’action
de G sur lui-même par conjugaison induit un plongement G ↪→ Aut(G) qui est le noyau
de Aut(G)� Out(G).

En fait, on a le résultat suivant.
Proposition 2.7 (Suite exacte de Birman). Soit (A,G) une représentation arboréale
cocompacte, à stabilisateurs d’arêtes triviaux et à stabilisateurs de sommets librement
indécomposables non isomorphes à Z, avec Z(G) = 1. Alors il existe un morphisme
δ : G→ HE•(A,G) tel que le diagramme suivant soit commutatif avec des lignes exactes :

1 G HE•(A,G) HE(A,G) 1

1 G Aut(G) Out(G) 1

= ∼= ∼=

δ

Toutes les flèches sauf δ sont les morphismes naturels entre les objets concernés.
Démonstration. Vu la discussion ci-dessus, il reste seulement à construire δ.

Pour g ∈ G, on définit une équivalence d’homotopie ϕg ∈ he•(A,G) par

ϕg : v ∈ A 7−→ g · v ∈ A,
ϕg∗ : h ∈ G 7−→ ghg−1 ∈ G,

et on note δ(g) ∈ HE•(A,G) la classe d’homotopie de ϕg. Comme ϕg∗ agit sur G par
conjugaison, cette application δ fait commuter le diagramme ci-dessus. Et on sait que la
seconde ligne est exacte, donc la première aussi.
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En voyant HE(A,G) comme le mapping class group de (A,G), la ligne supérieure est
l’analogue de la suite exacte de Birman, et le morphisme δ correspond à ce que certains
auteurs appellent la point-pushing map (voir par exemple [6, § 4.2]).

2.4 Revêtements normaux et groupe de Galois
On introduit maintenant la notion de revêtement pour les représentations arboréales.

Dans le cas des graphes, si p : (Y, y0)→ (X,x0) est un revêtement (pointé), alors Y et X
ont le même revêtement universel X̃, et le morphisme induit p∗ : π1 (Y, y0)→ π1 (X,x0) est
injectif. Réciproquement, tout sous-groupe N 6 π1 (X,x0) induit un revêtement N\X̃ →
X.

Définition 2.8. Un morphisme de représentations arboréales p : (A′, N) → (A,G) est
un revêtement si p : A′ → A est un isomorphisme d’arbres et p∗ : N → G est un
monomorphisme de groupes. Ce revêtement est dit normal (respectivement caractéristique)
lorsque p∗N est un sous-groupe normal (respectivement caractéristique) de G.

Considérons un revêtement normal p : (A′, N) → (A,G). En premier lieu, nous nous
attachons à comprendre l’analogue du groupe de Galois pour les représentations arboréales.
Étant donné g ∈ G, on définit

θ(g) : v ∈ A′ 7−→ p−1 (g · p(v)) ∈ A′.

Comme p∗N est normal dans G, on peut de plus définir un morphisme θ(g)∗ : N → N en
faisant agir g par conjugaison sur p∗N :

p∗θ(g)∗n = g (p∗n) g−1.

On obtient un morphisme de représentations arboréales θ(g) : (A′, N)→ (A′, N).
L’application θ donne maintenant un morphisme de groupes G → Aut (A′, N). Ceci

correspond, dans le cas des graphes, à l’action du groupe fondamental de la base sur le
revêtement. Le groupe de Galois (ou groupe des transformations du deck) de p est défini
par

Deck(p) = θ(G)/θ (p∗N) .

Si on note θ̄ la composition G θ−→ θ(G)→ Deck(p), on a donc une suite exacte

1→ N
p∗−→ G

θ̄−→ Deck(p)→ 1.

Prenons par exemple G = Z/2∗Z/2 le groupe diédral infini (dont on note les générateurs
a, b), et soit N =

〈
(ab)k

〉
E G. Soit A un arbre de Serre associé à G. On illustre en Figure

4 (lorsque k = 4) le revêtement p : (A,N) → (A,G), où p = idA, et p∗ : N → G est
l’inclusion. En haut, on a représenté l’arbre A avec l’action des générateurs, en bas à
droite, le graphe de groupes quotient G\A, et en bas à gauche, le graphe de groupes N\A.
Notons que dans le cas présent, N est un groupe cyclique infini agissant par translation de
longueur 2k sur A ; en particulier, l’action de N sur A est libre, donc le graphe de groupes
N\A est à stabilisateurs de sommets triviaux : c’est un graphe au sens usuel.

Le groupe de Galois est donné par Deck(p) ∼= G/N ; ici, c’est le groupe diédral D2k.
Son action sur la représentation arboréale (A,N) peut être interprétée comme une action
sur le graphe quotient N\A : les générateurs a et b agissent par réflexion selon deux des
diagonales, comme indiqué sur le dessin.
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A

N\A G\A

a b

b

a

Z/2 Z/2

Figure 4 – Un revêtement de représentations arboréales (A,N)→ (A,G)

Nous prendrons désormais l’habitude d’illustrer une représentation arboréale en des-
sinant seulement le graphe de groupes quotient. Selon cette convention, le diagramme de
la Figure 4 peut être interprété comme représentant une tour de revêtements (A, 1) →
(A,N)→ (A,G) formant un diagramme commutatif.

2.5 Équivalences d’homotopie préservant les fibres

On s’intéresse maintenant au groupe FHE(p) des équivalences d’homotopie préservant
les fibres et à ses liens avec les autres groupes étudiés. Pour un revêtement de graphes
p : Y → X, un morphisme h : Y → Y préserve les fibres si pour tous y1, y2 ∈ Y tels que
p (y1) = p (y2), on a ph (y1) = ph (y2). Remarquons maintenant que, pour un revêtement
normal, p (y1) = p (y2) si et seulement si y1 et y2 sont dans la même orbite sous l’action
de π1X.

Définition 2.9. Soit p : (A′, N) → (A,G) un revêtement normal de représentations
arboréales. Un morphisme ψ : (A′, N) → (A′, N) préserve les fibres de p si pour tout
chemin c ∈ P (A) et tout élément g ∈ G, il existe g′ ∈ G tel que

pψp−1 (g · c) = g′ · pψp−1(c).

On note fhe(p) l’ensemble des équivalences d’homotopie ψ ∈ he (A′, N) préservant les fibres
de p.

Soit ψ ∈ fhe(p). On cherche à projeter ψ en un morphisme ϕ : (A,G)→ (A,G) faisant
commuter le carré ci-dessous :

(A′, N) (A′, N)

(A,G) (A,G)

ψ

p p
ϕ

Le lemme suivant va nous permettre de construire ϕ.

Définition 2.10. Une représentation arboréale (A,G) est dite contractile si elle est ho-
motopiquement équivalente à un point muni d’une action triviale de groupe.
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Lemme 2.11. Soit p : (A′, N) → (A,G) un revêtement normal de représentations ar-
boréales, avec (A′, N) non contractile et (A,G) à stabilisateurs d’arêtes triviaux. Si ψ ∈
fhe(p), alors pour tout g ∈ G, il existe un unique ĝ ∈ G tel que

pψp−1 (g · c) = ĝ · pψp−1(c)

pour tout chemin c ∈ P (A).

Démonstration. Comme (A′, N) est non contractile et ψ est une équivalence d’homotopie,
son image n’est pas réduite à un point. En particulier, il existe un arc e ∈ ~E (A′) tel que
ψ(e) est un chemin non trivial. Mais (A,G) est à stabilisateurs d’arêtes triviaux, donc
StabG (pψ(e)) = 1.

On se donne maintenant g ∈ G. Comme ψ préserve les fibres, il existe un ĝ ∈ G tel
que

pψp−1 (g · p(e)) = ĝ · pψ(e).

Soit v ∈ A′. Il existe un unique chemin c dans A′ d’origine v et contenant e ou ē.
Comme ψ préserve les fibres, il existe un ĝ0 ∈ G tel que

pψp−1 (g · p(c)) = ĝ0 · pψ(c). (∗)

Cela implique en particulier que

ĝ0 · pψ (e) = pψp−1 (g · p(e)) = ĝ · pψ(e),

d’où ĝ−1ĝ0 ∈ StabG (pψ(e)) = 1, c’est-à-dire ĝ0 = ĝ. Et (∗) implique de plus que

pψp−1 (g · p(v)) = ĝ0 · pψ(v) = ĝ · pψ(v).

Comme cette identité est vraie pour tout sommet, elle l’est aussi pour tout chemin, et
l’isomorphisme p : A′ → A permet de la transférer dans A.

Définition 2.12. Soit p : (A′, N) → (A,G) un revêtement normal de représentations
arboréales, avec (A′, N) non contractile et (A,G) à stabilisateurs d’arêtes triviaux. Soit
ψ ∈ fhe(p). Avec les notations du Lemme 2.11, le projeté de ψ selon p est le morphisme
ϕ : (A,G)→ (A,G) donné par

ϕ : v ∈ A 7−→ pψp−1(v) ∈ A,
ϕ∗ : g ∈ G 7−→ ĝ ∈ G.

Dans l’exemple de revêtement de la Figure 4, considérons le morphisme ψ : (A,N)→
(A,N) correspondant à la rotation du graphe quotient N\A qui envoie un sommet sur son
voisin dans le sens horaire. Formellement, ψ : A → A est une translation de longueur 1
et ψ∗ = idN . Alors ψ est un élément de fhe(p) et son projeté ϕ selon le revêtement p est
donné par ϕ∗ : a 7→ b et b 7→ bab ; il peut être compris comme le morphisme du graphe de
groupes G\A qui permute les deux sommets.

Afin de définir une bonne notion d’homotopie dans fhe(p), revenons à nouveau aux
graphes. Si on se donne un revêtement de graphes p : Y → X et deux équivalences
d’homotopie préservant les fibres h0, h1 ∈ fhe(p), une homotopie suivant les fibres entre
h0 et h1 est une homotopie libre h• telle que ht préserve les fibres pour tout t ∈ [0, 1].
Or une application préservant les fibres peut être vue comme une application admettant
un projeté sur X ; ainsi une homotopie suivant les fibres est une homotopie qui peut être
projetée sur X, d’où la définition suivante.
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Définition 2.13. Soit p : (A′, N) → (A,G) un revêtement normal de représentations
arboréales, avec (A′, N) non contractile et (A,G) à stabilisateurs d’arêtes triviaux. Deux
équivalences d’homotopie préservant les fibres ψ0, ψ1 ∈ fhe(p) sont homotopes suivant les
fibres, ce qu’on note ψ0

fibres∼ ψ1, s’il existe n ∈ N tel que les projetés respectifs ϕ0, ϕ1 de
ψ0, ψ1 vérifient (ϕ0)∗ = ad (p∗n) ◦ (ϕ1)∗. On considère le groupe

FHE(p) = fhe(p)/ fibres∼ ,

et on note µ : FHE(p)→ HE (A,G) le morphisme induit par ψ ∈ fhe(p) 7→ ϕ ∈ he(A,G),
où ϕ est le projeté de ψ.

2.6 Contractibilité des représentations arboréales

Pour pouvoir définir le groupe FHE(p) des équivalences d’homotopie préservant les
fibres d’un revêtement normal p : (A′, N) → (A,G), nous avons eu besoin de la non-
contractibilité de (A′, N). Avant d’aller plus loin, intéressons-nous à cette condition et
voyons comme elle peut être reformulée.
Lemme 2.14. Soit (A,G) une représentation arboréale. S’équivalent :
(i) (A,G) est contractile.
(ii) Il existe un sommet v ∈ A tel que StabG(v) = G.

Démonstration. L’implication (ii) ⇒ (i) est une conséquence du Lemme 2.4.(i). Récipro-
quement, supposons qu’il existe une équivalence d’homotopie ϕ : (•, H) → (A,G). Si
v = ϕ (•) ∈ A, alors

g · v =
(
ϕ∗ϕ

−1
∗ g

)
· ϕ (•) = ϕ

((
ϕ−1
∗ g

)
· •
)

= ϕ (•) = v

pour tout g ∈ G, donc StabG(v) = G.

Corollaire 2.15. Si p : (A′, N)→ (A,G) est un revêtement de représentations arboréales,
alors (A′, N) est contractile si et seulement s’il existe v ∈ A tel que p∗N 6 StabG(v).

2.7 Revêtements caractéristiques
Pour un revêtement caractéristique, on a les résultats suivants explicitant les interactions

entre les différents protagonistes introduits ci-dessus, généralisant le cas des graphes.
Proposition 2.16. Soit p : (A′, N)→ (A,G) un revêtement caractéristique de représenta-
tions arboréales. Si (A,G) est cocompacte, à stabilisateurs d’arêtes triviaux, à stabilisateurs
de sommets librement indécomposables non isomorphes à Z, le centralisateur ZG (p∗N) est
trivial, et (A′, N) est non contractile, alors on a un diagramme commutatif avec des lignes
et colonnes exactes :

1 G HE•(A,G) HE(A,G) 1

1 Deck(p) FHE(p) HE(A,G) 1

N N

1 1

1 1

=

===

δ
p∗

θ̄ λ
η µ
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Démonstration. On a déjà la première colonne (par construction du groupe de Galois) et
la première ligne (c’est la suite exacte de Birman, voir Proposition 2.7).
Construction de λ. Soit ϕ ∈ he•(A,G). On pose

ψ : v ∈ A′ 7−→ p−1ϕp(v) ∈ A′.

Comme p∗N est caractéristique dans G, on peut de plus définir ψ∗ : N → N en
faisant agir ϕ∗ par restriction sur p∗N , autrement dit p∗ψ∗ = ϕ∗p∗. On vérifie
que ψ ∈ fhe(p), puis que la classe d’homotopie suivant les fibres de ψ ne dépend
que de la classe d’homotopie de ϕ. Ainsi, ϕ 7→ ψ définit un morphisme de groupe
λ : HE•(A,G) → FHE(p). De plus, ϕ est le projeté de ψ, donc le carré de droite
commute.

Construction de η. Le morphisme θ : G→ Aut (A′, N) utilisé pour construire le groupe de
Galois (voir 2.4) a image comprise dans fhe(p) donc on peut considérer le morphisme
d’inclusion η0 : θ(G) → FHE(p). Comme θ (p∗N) ⊆ Ker η0, on a un morphisme
induit η : Deck(p)→ FHE(p) tel que ηθ̄ = η0θ. De plus, le carré de gauche commute
car ηθ̄(g)∗ = η0θ(g)∗ = λδ(g)∗.

Exactitude de la seconde ligne. Le morphisme µ est surjectif car HE•(A,G) → HE(A,G)
est surjectif. Le morphisme η est injectif : si θ(g) fibres∼ id(A′,N), alors il existe ν ∈ N
tel que θ(g)∗ = ad(ν). Ceci implique que ad(g)|p∗N = ad (p∗ν)|p∗N , donc g−1 (p∗ν) ∈
ZG (p∗N) = 1, d’où g ∈ p∗N et θ̄(g) = 1. De plus, µηθ̄ = 1, et θ̄ est un épimorphisme,
donc µη = 1, autrement dit Im η ⊆ Kerµ. Réciproquement, si ψ ∈ Kerµ, alors le
projeté ϕ de ψ est librement homotope à id(A,G), donc il existe g ∈ G tel que
ϕ∗ = ad(g), ce qui implique que ψ fibres∼ θ(g), donc ψ ∈ Im η.

On obtient finalement l’exactitude de la seconde colonne en chassant le diagramme.

Théorème 2.17. Soit p : (A′, N) → (A,G) un revêtement caractéristique de représenta-
tions arboréales. Si (A,G) est cocompacte, à stabilisateurs d’arêtes triviaux, à stabilisateurs
de sommets librement indécomposables non isomorphes à Z, ZG (p∗N) = 1, et (A′, N) est
non contractile, alors on a une équivalence de suites exactes :

1 G/N Aut(G)/N Out(G) 1

1 Deck(p) FHE(p) HE (A,G) 1

∼= ∼= ∼=

Démonstration. On obtient le résultat en combinant la Proposition 2.16 à la suite exacte
de Birman (Proposition 2.7).

Remarques. (i) Si on se restreint aux représentations arboréales libres, alors la théorie
développée ci-dessus est celle de l’homotopie et des revêtements de graphes. Ainsi, la
Proposition 1.2 est un cas particulier du Théorème 2.17 (d’après le Corollaire 2.15,
l’hypothèse de non-contractibilité est impliquée par les hypothèses de la Proposition
1.2).

(ii) Une autre définition possible de l’homotopie suivant les fibres aurait été la suivante :
ψ0, ψ1 ∈ fhe(p) sont homotopes suivant les fibres s’ils sont librement homotopes
(dans (A′, N)) et que leurs projetés respectifs ϕ0, ϕ1 sont librement homotopes (dans
(A,G)). En général, cette définition est moins restrictive que celle donnée plus haut :
dans l’exemple de la Figure 4 (qui ne satisfait pas l’hypothèse ZG (p∗N) = 1), si
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ψ ∈ fhe(p) est la rotation d’angle π/k du graphe N\A, alors on peut vérifier que
ψ est homotope suivant les fibres à ψ3 pour la seconde définition mais pas pour la
première. Toutefois, les preuves de la Proposition 2.16 et du Théorème 2.17 restent
valables quelle que soit la définition choisie pour l’homotopie suivant les fibres. En
particulier, la seconde définition donne le même groupe FHE(p) sous les hypothèses
du Théorème 2.17.
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Chapitre 3

Représentations libres du groupe
d’automorphismes extérieurs

3.1 Revêtements abéliens associés à un produit libre
Notre but est maintenant d’appliquer la méthode de Bridson et Vogtmann, en s’ap-

puyant sur l’intuition géométrique fournie par le langage des représentations arboréales,
pour construire des plongements de Out(G), où G est un produit libre. On se limite dans
un premier temps au cas où G est un produit libre de groupes librement indécomposables
non isomorphes à Z. De plus, on aura besoin par la suite de supposer les facteurs abéliens.
On verra en 3.5 et 3.6 comment traiter le cas où certains facteurs sont isomorphes à Z
(autrement dit, où G a un facteur libre).

Le revêtement caractéristique X̂ du graphe X choisi par Bridson et Vogtmann dans
[3] pour construire des plongements de Out (Fn) est un revêtement abélien, c’est-à-dire un
revêtement normal dont le groupe de Galois est abélien. Une bonne raison pour faire ce
choix est la simplicité de la géométrie de X̂ : c’est une grille torique. Si on remplace le
graphe X par une représentation arboréale (A,G) du produit libre G, nous allons voir que
les revêtements abéliens de (A,G) ont une géométrie qui est proche de celle d’un tore, et
cette analogie nous guidera dans la construction de plongements de Out(G).

La première étape est de choisir un revêtement abélien de (A,G) qui est bien caracté-
ristique.

Lemme 3.1. Soit G = G1 ∗ · · · ∗Gn un produit libre de groupes librement indécomposables
non isomorphes à Z. On se donne des entiers r1, . . . , rn ∈ Z tels que ri = rj dès que
Gi ∼= Gj. Alors le sous-groupe N = G′Gr1

1 · · ·Grnn est caractéristique dans G.

Démonstration. Soit ϕ ∈ Aut(G). D’après le Théorème de Grushko, il existe une permu-
tation σ ∈ Sn et des éléments γ1, . . . , γn ∈ G tels que

ϕ (Gi) = γiGσ(i)γ
−1
i .

Notons que ri = rσ(i) pour tout i car Gi ∼= Gσ(i). On a alors

ϕ
(
G′
)
⊆ G′ ⊆ N

car G′ est caractéristique dans G. De plus

ϕ (Grii ) = γiG
ri
σ(i)γ

−1
i ⊆

[
γi, G

ri
σ(i)

]
Griσ(i) ⊆ G

′G
rσ(i)
σ(i) ⊆ N.

Ainsi, ϕ(N) ⊆ ϕ (G′)ϕ (Gr1
1 ) · · ·ϕ (Grnn ) ⊆ N .
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Soit G = G1 ∗ · · · ∗ Gn un produit libre et N = G′Gr1
1 · · ·Grnn comme dans le Lemme

3.1. On dispose alors d’une action de G sur un arbre de Serre A, et d’un revêtement
caractéristique de représentations arboréales

p : (A,N)→ (A,G) ,

où p : A→ A est l’identité et p∗ : N → G est l’inclusion. Nous cherchons à comprendre la
géométrie de (A,N).

Le cas où les facteurs Gi sont abéliens est particulièrement intéressant à cause du
lemme suivant.

Lemme 3.2. Soit G = G1 ∗ · · · ∗ Gn un produit libre de groupes abéliens. Si A est un
arbre de Serre du produit libre, alors le sous-groupe dérivé G′ agit librement sur A. En
particulier, G′ est libre.

Démonstration. Si v est un sommet de A, alors son stabilisateur sous l’action de G est
donné par

StabG(v) = γGiγ
−1,

avec γ ∈ G et i ∈ {1, . . . , n}. Comme l’abélianisé de G est le produit direct G1× · · · ×Gn,
le stabilisateur de v sous l’action de G′ est donné par

StabG′(v) = StabG(v) ∩G′ = γGiγ
−1 ∩Ker (G→ G1 × · · · ×Gn) = 1.

Il s’ensuit que G′ agit librement sur l’arbre A, donc G′ est libre.

Ainsi, si les facteurs sont abéliens, alors le revêtement abélien maximal (A,G′) est une
représentation arboréale libre et correspond à un graphe. Pour simplifier, on peut supposer
que le sous-groupe caractéristique choisi N = G′Gr1

1 · · ·Grnn est en fait égal à G′ en prenant
par exemple les Gi abéliens finis et ri = |Gi|.

Pour l’arbre A, on peut prendre le revêtement universel (au sens des graphes de
groupes) d’un arbre de groupes X en forme d’étoile avec n sommets étiquetés par les
groupes G1, . . . , Gn, tous reliés à un sommet commun sans étiquette (voir Figure 5).

Pour représenter le graphe G′\A, on peut s’intéresser d’abord à la fibre du sommet
sans étiquette v0 de X = G\A (en noir sur la Figure 5). Le groupe Deck(p) ∼= G/G′ ∼=
G1 × · · · × Gn agit simplement transitivement sur cette fibre, donc cette dernière forme
une grille torique. Comme on sait de plus que A est le revêtement universel (au sens des
graphes) de G′\A, on connaît la géométrie locale de G′\A : chaque sommet de la fibre de
v0 est incident à une arête pour chacun des facteurs Gi. À l’autre extrémité de chacune de
ces arêtes, on trouve un sommet de la fibre du sommet d’étiquette Gi, qui est de valence
|Gi|. On sait de plus que Deck(p) ∼= G1 × · · · ×Gn agit sur les sommets de la fibre de v0
de manière torique, et Gi ⊆ Deck(p) stabilise toute la fibre du sommet de X d’étiquette
Gi. Cela permet d’obtenir un dessin du graphe G′\A (qu’on voit aussi comme un dessin
de la représentation arboréale (A,G′)) comme dans la Figure 5.

On gardera en tête cette image des revêtements abéliens caractéristiques (A,N), en
se souvenant que dans le cas général où les facteurs Gi ne sont pas forcément abéliens ni
finis, l’action de N sur A n’est plus libre, donc le graphe de groupes N\A a des étiquettes
de sommets.
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G′1\A1

G1\A1 v0

Z/3

Z/2

(a) G1 = Z/2 ∗ Z/3

G′2\A2

G2\A2

v0

Z/4

Z/3Z/2

(b) G2 = Z/2 ∗ Z/3 ∗ Z/4

Figure 5 – Exemples de revêtements abéliens maximaux associés à des produits libres

3.2 Générateurs et relations de Out(G)

Pour construire un scindement de l’épimorphisme FHE(p)� HE(A,G), nous utiliserons
comme Bridson et Vogtmann une présentation de HE(A,G) ∼= Out(G). Pour cela, on se
base sur les travaux de Fuchs-Rabinovich [7], qui donnent une présentation de Aut(G). Il
suffira ensuite d’ajouter des relations correspondant au fait de quotienter par les automor-
phismes intérieurs pour obtenir une présentation de Out(G).

Dans le cas où G n’a pas de facteur libre, Fuchs-Rabinovich [7] définit trois types de
générateurs pour Aut(G).

Notation 3.3. Soit G = G1∗· · ·∗Gn un produit libre de groupes librement indécomposables
et non isomorphes à Z.
Automorphismes des facteurs : Pour i ∈ {1, . . . , n}, et ϕ̄i ∈ Aut (Gi), on pose

ϕi : gi ∈ Gi 7→ ϕ̄i (gi) ,
gj ∈ Gj 7→ gj si j 6= i.

On note Φi = {ϕi, ϕ̄i ∈ Aut (Gi)}. Les éléments de Φi sont appelés automorphismes
du facteur Gi et on note Φ =

⋃
i Φi.

Automorphismes de permutation : Étant donnés i, j ∈ {1, . . . , n} tels que Gi ∼= Gj, on
fixe un isomorphisme ω̄ij : Gi → Gj. On suppose que les choix ont été faits de sorte
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que ω̄ii = idGi et ω̄jkω̄ij = ωik. Si i 6= j, on considère

ωij : gi ∈ Gi 7→ ω̄ij (gi) ,
gj ∈ Gj 7→ ω̄ji (gj) ,
gk ∈ Gk 7→ gk si k 6= i, j,

et on pose Ω = {ωij , i 6= j, Gi ∼= Gj}. Les éléments de Ω sont appelés automor-
phismes de permutation.

Twists de Dehn : Étant donnés i 6= j ∈ {1, . . . , n} et γi ∈ Gi, on définit

α
(γi)
ij : gj ∈ Gj 7→ γ−1

i gjγi,

gk ∈ Gk 7→ gk si k 6= j.

On note Aij =
{
α

(γi)
ij , γi ∈ Gi

}
et A =

⋃
i 6=j Aij. Les éléments de A sont appelés

twists de Dehn.

Un système de relations pour Aut(G) est donné par le théorème suivant. Notons qu’on
considère comme donnés les groupes Aut (Gi) ∼= Φi et Gi ∼= Aij .

Théorème 3.4 (Fuchs-Rabinovich [7]). Soit G = G1 ∗ · · · ∗Gn un produit libre de groupes
librement indécomposables et non isomorphes à Z. Alors Aut(G) est engendré par les
automorphismes des facteurs, les automorphismes de permutation et les twists de Dehn.
De plus, les relations ci-dessous forment une présentation de Aut(G) :
(1) ϕiϕj = ϕjϕi pour ϕi ∈ Φi, ϕj ∈ Φj, i 6= j.

(2) ϕiα
(γj)
jk = α

(γj)
jk ϕi pour ϕi ∈ Φi, γj ∈ Gj, i 6= j.

(3) ϕiα(γi)
ik = α

(ϕiγi)
ik ϕi pour ϕi ∈ Φi, γi ∈ Gi.

(4) α(γi)
ij α

(γk)
k` = α

(γk)
k` α

(γi)
ij pour γi ∈ Gi, γk ∈ Gk, k 6= j et ` 6= i, j.

(5) α(γk)
ki α

(γi)
ij

(
α

(γk)
ki

)−1
=
(
α

(γk)
kj

)−1
α

(γi)
ij α

(γk)
kj pour γi ∈ Gi, γk ∈ Gk. 1

(6) ωijϕi = ϕjωij si ϕi ∈ Φi et ϕj ∈ Φj sont reliés par (ωijϕi)|Gi = (ϕjωij)|Gi .
(7) ωijϕk = ϕkωij pour k 6= i, j.

(8) ωijα(γi)
ij = α

(ωijγi)
ji ωij pour γi ∈ Gi.

(9) ωijα(γi)
ik = α

(ωijγi)
jk ωij pour γi ∈ Gi.

(10) ωijα(γk)
ki = α

(γk)
kj ωij pour γk ∈ Gk.

(11) ωijα(γk)
k` = α

(γk)
k` ωij pour γk ∈ Gk, k, ` 6= i, j.

Pour en déduire une présentation de Out(G), il suffit d’ajouter des relations dont la
clôture normale est le sous-groupe Inn(G) des automorphismes intérieurs. Pour écrire la
présentation obtenue, on identifie les générateurs de Aut(G) à leurs images dans Out(G).

Corollaire 3.5. Soit G = G1 ∗ · · · ∗ Gn un produit libre de groupes librement indécom-
posables et non isomorphes à Z. Alors Out(G) est engendré par les automorphismes des
facteurs, les automorphismes de permutations et les twists de Dehn. De plus, les rela-
tions (1) − (11) du Théorème 3.4, complétées par la relation (0) ci-dessous, forment une
présentation de Out(G) :
(0) ϕi

∏
j 6=i α

(γi)
ij = 1 pour γi ∈ Gi, avec ϕi ∈ Φi donné par ϕi|Gi = ad

(
γ−1
i

)
.

1. On a corrigé ici une faute de frappe de Fuchs-Rabinovich [7]. Voir [10, § 4].
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3.3 Relèvement des équivalences d’homotopie

Disposant d’une présentation de HE(A,G) ∼= Out(G), nous sommes maintenant prêts à
relever les équivalences d’homotopie de la représentation arboréale (A,G) à un revêtement
caractéristique abélien (A,N). Nous travaillerons en fait dans le cadre algébrique, c’est-
à-dire que nous scinderons l’épimorphisme Aut(G)/N � Out(G), en nous laissant guider
par l’intuition géométrique fournie par le lien avec les revêtements de représentations
arboréales. La preuve pourrait aussi s’écrire dans le langage des représentations arboréales,
mais elle en serait alourdie dans le cas présent.

Notons S la partie génératrice donnée plus haut pour Out(G). Remarquons que chaque
générateur s ∈ S a été défini en spécifiant un représentant, que l’on notera s0, de s
dans Aut(G). On note R ⊆ F (S) l’ensemble des relations de Aut(G) et R1 les relations
supplémentaires de Out(G). On a donc Out(G) = 〈S | R ∪R1〉. Étant donné un mot w du
groupe libre F (S), on note w0 ∈ F (S0) le mot correspondant obtenu par la substitution
s 7→ s0 (avec S0 = {s0, s ∈ S}).

On cherche à définir un scindement de la projection Aut(G)/N � Out(G). Pour cela,
il s’agit d’associer à chaque générateur s ∈ S un élément ŝ ∈ Aut(G) de sorte que

ŝ−1s0 ∈ Inn(G),

et que pour tout r ∈ R ∪R1, le relevé r̂ de la relation r à Aut(G) satisfasse

r̂ ∈ Inn(N).

Si on prend ŝ = s0 pour tout s, les relations r ∈ R qui sont satisfaites dans Aut(G)
vont automatiquement vérifier r̂ = r0 = 1, mais les relations de R1 ne vont pas se relever
trivialement.

Il s’agit donc d’apporter une correction aux relevés ŝ des différents générateurs s ∈ S
de manière à satisfaire toutes les relations de Out(G). Dans le cas où G est un groupe libre,
Bridson et Vogtmann [3] corrigent les relevés des générateurs correspondant à des trans-
vections par une translation le long d’un axe ; autrement dit, ils font agir une composante
du groupe de Galois du revêtement (qui se décompose en produit direct) sur les relevés.
Vu l’action du groupe de Galois sur le revêtement pour les représentations arboréales (voir
2.4), cela revient à composer les relevés de certains générateurs par une conjugaison. Cette
idée mène à la preuve suivante.

Proposition 3.6. Soit G = G1 ∗ · · · ∗ Gn un produit libre de groupes abéliens non iso-
morphes à Z. Pour tout i ∈ {1, . . . , n}, on se donne un entier ri ∈ Z premier avec n− 1,
de telle sorte que ri = rj dès que Gi ∼= Gj. On considère le sous-groupe caractéristique
N = G′Gr1

1 · · ·Grnn de G.
Alors la projection Aut(G)/N � Out(G) admet un scindement.

Démonstration. Pour tout i ∈ {1, . . . , n}, comme ri est choisi premier avec n− 1, on peut
se donner des entiers ui, ti ∈ Z tels que ui(n−1) + tiri = 1. On relève alors les générateurs
de Out(G) comme suit :
— Pour un automorphisme de facteur ϕi ∈ Φi, on pose ϕ̂i = (ϕi)0 le relevé standard.
— Pour une permutation de facteurs ωij ∈ Ω, on pose ω̂ij = (ωij)0 le relevé standard.

— Pour un twist de Dehn α(γi)
ij ∈ Aij , on corrige le relevé standard par

α̂
(γi)
ij = ad (γuii ) ◦

(
α

(γi)
ij

)
0
.
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Il s’agit de vérifier que les images des ϕ̂i, ω̂ij et ϕ̂(γi)
ij dans Aut(G)/N satisfont les relations

(0)− (11) de Out(G).
Comme les relevés des automorphismes des facteurs et des permutations de facteurs

ne sont pas corrigés, les relations faisant intervenir seulement ces types d’automorphismes
sont automatiquement satisfaites. C’est le cas des relations (1), (6) et (7). Il reste alors
quatre types de relations :
(2)− (3) Les relations liant les automorphismes des facteurs aux twists de Dehn. On vérifie

par le calcul que celles-ci sont satisfaites dans Aut(G), et donc aussi dans Aut(G)/N .
(8)− (11) Les relations liant les permutations de facteurs aux twists de Dehn. De même,

on vérifie qu’elles sont satisfaites dans Aut(G), donc dans Aut(G)/N .
(4)− (5) Les relations liant les twists de Dehn entre eux. On obtient

α̂
(γi)
ij α̂

(γk)
k` = ad

([
γuii , γ

uk
k

])
◦ α̂(γk)

k` α̂
(γi)
ij ,

α̂
(γk)
ki α̂

(γi)
ij

(
α̂

(γk)
ki

)−1
= ad

([
γuk−1
k , γuii

] [
γuii , γ

−uk
k

])
◦
(
α̂

(γk)
kj

)−1
α̂

(γi)
ij α̂

(γk)
kj ,

donc ces relations sont satisfaites dans Aut(G)/N (mais pas dans Aut(G)).

(0) La relation spécifique à Out(G). Si ϕi ∈ Φi est donné par ϕi|Gi = ad
(
γ−1
i

)
, le calcul

donne
ϕ̂i
∏
j 6=i

α̂
(γi)
ij = ad

(
γ
ui(n−1)−1
i

)
◦ ϕ̂i = ad

(
γtirii

)
◦ ϕ̂i.

Comme Gi est supposé abélien, on a ϕ̂i = idG, et comme Grii ⊆ N , on a γtirii ∈ N ,
donc la dernière relation est satisfaite dans Aut(G)/N .

Ainsi, l’application définie sur les générateurs de Out(G) par s 7→ ŝ induit un morphisme
de groupes Out(G) → Aut(G)/N , qui est bien un scindement de la projection puisque
chaque générateur s est l’image de ŝ dans Out(G).

3.4 Plongement de Out(G) dans Out(N)

Sous certaines hypothèses, nous avons pu construire un monomorphisme Out(G) ↪→
Aut(G)/N en scindant l’épimorphisme Aut(G)/N � Out(G). Comme N est un sous-
groupe caractéristique de G, on dispose de plus d’un morphisme de restriction Aut(G)→
Aut(N) donné par ψ 7→ ψ|N , et qui induit un morphisme Aut(G)/N → Out(N). Le lemme
suivant généralise un résultat dû à Collins [4] sur l’injectivité du morphisme de restriction,
en adaptant un argument donné par Bridson et Vogtmann [3] dans le cas où G est un
groupe libre.

Lemme 3.7. Soit G = G1 ∗ · · · ∗Gn un produit libre de groupes non triviaux, avec n > 2.
On suppose que G 6∼= Z/2 ∗ Z/2. Si N est un sous-groupe caractéristique d’indice fini de
G, alors le morphisme de restriction Aut(G)→ Aut(N) est injectif.

Démonstration. Soit ψ ∈ Aut(G) tel que ψ|N = idN . On note k = [G : N ]. Ainsi, pour
tout x ∈ G, comme xk ∈ N , on a

ψ(x)k = ψ
(
xk
)

= xk.

Si x n’appartient pas à un conjugué d’un des facteurs Gi, on en déduit en considérant les
formes normales de x et ψ(x) que ψ(x) = x.
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Notons maintenant que, pour gi ∈ Gi r {1} et gj ∈ Gj r {1}, avec i 6= j, on a

ψ (gi)ψ (gj)−1 = ψ
(
gig
−1
j

)
= gig

−1
j ,

d’où g−1
i ψ (gi) = g−1

j ψ (gj). Il existe donc un élément γ ∈ G tel que pour tout x ∈⋃
iGi r {1},

ψ(x) = xγ.

Pour gi ∈ Gi r {1} et gj ∈ Gj r {1}, avec i 6= j, on a de plus

gjγgiγ = ψ (gj)ψ (gi) = ψ (gjgi) = gjgi,

d’où gi = γgiγ.
Si γ 6= 1, écrivons sous forme normale

γ = wi1 · · ·wir ,

avec r > 1, i1, . . . , ir ∈ {1, . . . , n}, i` 6= i`+1 et wi` ∈ Gi` r {1}. On a donc, pour tout
x ∈

⋃
iGi r {1},

x = wi1 · · ·wirxwi1 · · ·wir . (∗)

Si i1 = ir, alors on peut prendre j 6= i1 (car n > 2), x ∈ Gj r {1}, de sorte que le membre
de droite de (∗) soit réduit, ce qui est impossible. Ainsi, i1 6= ir. Comme le membre de
droite de (∗) est non réduit, il faut donc que tout choix de x ∈

⋃
iGi r {1} satisfasse

x ∈
{
w−1
ir
, w−1

i1

}
. C’est impossible car

∑
i (|Gi| − 1) > 3 puisque G 6∼= Z/2 ∗ Z/2 et n > 2.

Ainsi, on a γ = 1, donc ψ|Gi = idGi pour tout i, d’où ψ = idG.

En combinant ce lemme avec la Proposition 3.6 (qui fournit un plongement Out(G) ↪→
Aut(G)/N), on obtient le théorème annoncé.

Théorème A. Soit G = G1 ∗ · · · ∗Gn un produit libre de groupes abéliens non isomorphes
à Z, avec n > 2. Pour tout i ∈ {1, . . . , n}, on se donne un entier ri ∈ Z premier avec n−1,
de telle sorte que ri = rj dès que Gi ∼= Gj. On considère le sous-groupe caractéristique
N = G′Gr1

1 · · ·Grnn de G. Alors il existe un plongement

Out(G) ↪→ Out(N).

Démonstration. La Proposition 3.6 donne un plongement Out(G) ↪→ Aut(G)/N . On a de
plus un diagramme commutatif avec des lignes exactes :

1 N Aut(G) Aut(G)/N 1

1 N Aut(N) Out(N) 1

=

Le Lemme 3.7 implique que le morphisme Aut(G)→ Aut (N) est injectif si G 6∼= Z/2 ∗
Z/2 ; il s’ensuit alors que Aut(G)/N → Out(N) est injectif grâce au diagramme ci-dessus.
Par composition, on obtient donc un plongement Out(G) ↪→ Aut(G)/N ↪→ Out(N).

Dans le cas où G ∼= Z/2 ∗ Z/2, on a Out(G) ∼= Z/2. On a de plus N = G′ ∼= Z (si r1
est pair) ou N = G (si r1 est impair) ; dans tous les cas, Out(N) ∼= Z/2, donc il existe
bien un plongement Out(G) ↪→ Out(N).

Dans le cas où les facteurs sont finis et d’ordres premiers avec n− 1, on peut prendre
ri = |Gi| pour tout i, de sorte que N = G′ est un sous-groupe libre de G (d’après le Lemme
3.2). On obtient ainsi le corollaire suivant.
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Corollaire A. Soit G = G1∗· · ·∗Gn un produit libre de groupes abéliens finis, avec n > 2.
On suppose que n − 1 est premier avec l’ordre |Gi| de chaque facteur Gi. Alors il existe
un sous-groupe libre F de rang fini et d’indice fini dans G tel qu’on ait un plongement

Out(G) ↪→ Out(F ).

En particulier, Out(G) admet une représentation libre fidèle.

3.5 Générateurs et relations avec un facteur libre
On s’intéresse maintenant au cas où G = G1 ∗ · · · ∗Gn est un produit libre de groupes

librement indécomposables, éventuellement isomorphes à Z. On ordonne les facteurs de
sorte que G1 ∼= · · · ∼= Gd ∼= Z, et Gd+1, . . . , Gn 6∼= Z. Autrement dit,

G = Fd ∗Gd+1 ∗ · · · ∗Gn,

avec Fd libre de rang d.
Une différence majeure par rapport au cas où d = 0 est que, comme le montre le Théo-

rème de Grushko, il y a maintenant significativement plus de flexibilité dans la décom-
position de G en produit libre. En particulier, on ne peut plus construire de sous-groupe
caractéristique de G comme dans le Lemme 3.1. À la place, nous travaillerons avec le
sous-groupe caractéristique N = G′Gr pour un certain r ∈ Z.

Nielsen [17], et plus récemment Gersten [9], ont donné une présentation de Aut (Fd),
Fuchs-Rabinovich [7] a fait de même pour Aut (Gd+1 ∗ · · · ∗Gn), comme on l’a vu plus
haut. En fait, dans un second article [8], Fuchs-Rabinovich donne une présentation com-
plète de Aut(G). La présentation obtenue devient assez longue, mais elle généralise les
résultats pour la partie libre et pour la partie sans facteur libre de manière relativement
naturelle.

Les générateurs de Fuchs-Rabinovich pour Aut(G) sont les suivants.

Notation 3.8. Soit G = G1 ∗ · · · ∗Gd ∗Gd+1 ∗ · · · ∗Gn, avec G1, . . . , Gd isomorphes à Z
et munis de générateurs respectifs a1, . . . , ad, et Gd+1, . . . , Gn librement indécomposables
non isomorphes à Z.
Automorphismes des facteurs : Pour i ∈ {d+ 1, . . . , n}, on considère le groupe Φi des

automorphismes du facteur Gi (voir Notation 3.3).
Réflexions : Pour i ∈ {1, . . . , d}, on pose τi : ai 7→ a−1

i . L’automorphisme τi est appelé
réflexion de Gi et on a Φi = {id, τi}.

Automorphismes de permutation : On considère Ω = {ωij , i 6= j, Gi ∼= Gj} le groupe des
automorphismes de permutation, défini comme dans la Notation 3.3, avec de plus la
convention que ωij : ai 7→ aj et aj 7→ ai lorsque i, j 6 d.

Twists de Dehn : Pour i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {d+ 1, . . . , n}, i 6= j, on considère Aij le
groupe des twists de Dehn de type ij (voir Notation 3.3). Si i ∈ {1, . . . , d}, on notera
αij = α

(ai)
ij .

Transvections à droite : Pour i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . , d}, i 6= j, γi ∈ Gi, on définit

ρ
(γi)
ij : aj ∈ Gj 7→ ajγi,

gk ∈ Gk 7→ gk si k 6= j.

On note Pij =
{
ρ

(γi)
ij , γi ∈ Gi

}
et P =

⋃
i 6=j Pij. Les éléments de P sont appelés

transvections à droite. Si i ∈ {1, . . . , d}, on notera ρij = ρ
(ai)
ij .
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Transvections à gauche : Pour i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . , d}, i 6= j, γi ∈ Gi, on définit

λ
(γi)
ij : aj ∈ Gj 7→ γiaj ,

gk ∈ Gk 7→ gk si k 6= j.

On note Λij =
{
λ

(γi)
ij , γi ∈ Gi

}
et Λ =

⋃
i 6=j Λij. Les éléments de Λ sont appelés

transvections à gauche. Si i ∈ {1, . . . , d}, on notera λij = λ
(ai)
ij .

Ces notations généralisent à la fois celles de 1.2 et de la Notation 3.3.

On a alors une présentation de Aut(G) comme suit.

Théorème 3.9 (Fuchs-Rabinovich [8]). Soit G = G1 ∗ · · · ∗Gd ∗Gd+1 ∗ · · · ∗Gn un produit
libre de groupes librement indécomposables, avec G1 ∼= · · · ∼= Gd ∼= Z et Gd+1, . . . , Gn 6∼=
Z. Alors Aut(G) est engendré par les automorphismes des facteurs, les réflexions, les
automorphismes de permutation, les twists de Dehn et les transvections à gauche et à
droite. De plus, les relations ci-dessous forment une présentation de Aut(G) :
(1)− (11) Les relations du Théorème 3.4, écrites sur tous les indices pour lesquels elles

ont un sens.

(12) Les relations de Nielsen [17] de Aut (Fd), écrites sur tous les indices pour lesquels
elles ont un sens.

(13) α(γi)
ij τk = τkα

(γi)
ij pour γi ∈ Gi, i, j 6= k.

(14) αijτi = τiα
−1
ij .

(15) ρ(γi)
ij ϕk = ϕkρ

(γi)
ij pour γi ∈ Gi, ϕk ∈ Φk, i, j 6= k.

(16) ρ(ϕiγi)
ij ϕi = ϕiρ

(γi)
ij pour γi ∈ Gi, ϕi ∈ Φi.

(17) ρ(γi)
ij α

(γk)
k` = α

(γk)
k` ρ

(γi)
ij pour γi ∈ Gi, γk ∈ Gk, i, j 6= k, `.

(18) ρ(γi)
ij α

(γi)
i` = α

(γi)
i` ρ

(γi)
ij pour γi ∈ Gi.

(19) ρ(γi)
ij αj` = αj`ρ

(γi)
ij α

(γi)
i` pour γi ∈ Gi. 2

(20)
(
ρ

(γk)
kj

)−1
ρ

(γi)
ij ρ

(γk)
kj α

(γk)
ki = α

(γk)
ki ρ

(γi)
ij pour γi ∈ Gi, γk ∈ Gk.

(21) αjiρ(γi)
ij = λ

(γi)
ij αjiϕi pour γi ∈ Gi avec (ϕi)|Gi = ad

(
γ−1
i

)
.

(22) τkϕi = ϕiτk pour ϕi ∈ Φi, i 6= k.
(23) τiωk` = ωk`τi pour i 6= k, `.

Remarque. Dans le Théorème 3.9, les relations (1) − (12) sont plus nombreuses que
la simple union des relations de Aut (Fd) et de Aut (Gd+1 ∗ · · · ∗Gn) : elles incluent par
exemple des relations faisant intervenir des twists de Dehn conjuguant un des facteurs
Gi (avec i > d) par un élément de Fd. Cependant, le choix des notations fait qu’elles
s’écrivent de la même manière que dans Aut (Fd) ou dans Aut (Gd+1 ∗ · · · ∗Gn).

Comme précédemment, on en déduit aisément une présentation de Out(G).

2. On a corrigé ici une faute de frappe de Fuchs-Rabinovich [8]. Voir [10, § 4].
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Corollaire 3.10. Soit G = G1 ∗ · · · ∗ Gd ∗ Gd+1 ∗ · · · ∗ Gn un produit libre de groupes
librement indécomposables, avec G1 ∼= · · · ∼= Gd ∼= Z et Gd+1, . . . , Gn 6∼= Z. Alors Out(G)
est engendré par les automorphismes des facteurs, les réflexions, les automorphismes de
permutation, les twists de Dehn et les transvections à gauche et à droite. De plus, les
relations (1) − (23) du Théorème 3.9, complétées par la relation (0) ci-dessous, forment
une présentation de Out(G) :

(0) ϕi ◦
∏
j6d
j 6=i

ρ
(γi)
ij

(
λ

(γi)
ij

)(−1)
◦
∏
j>d
j 6=i

α
(γi)
ij = 1 pour γi ∈ Gi, avec ϕi|Gi = ad

(
γ−1
i

)
.

3.6 Résultats de plongements avec un facteur libre
On suppose maintenant queG = Fd∗Gd+1∗· · ·∗Gn, avec Fd libre de rang d,Gd+1, . . . , Gn

abéliens (donc librement indécomposables) et non isomorphes à Z. On considère le sous-
groupe caractéristique N = G′Gr, où r ∈ Z est un entier à fixer. La méthode que nous
allons suivre pour construire un scindement de Aut(G)/N � Out(G) est la même qu’en
1.2 (pour le cas où G = Fd) et qu’en 3.3 (pour le cas où G = Gd+1 ∗ · · · ∗ Gn) : on
choisit pour chaque générateur s ∈ Out(G) un corrigé ŝ ∈ Aut(G)/N du relevé standard
s0 ∈ Aut(G)/N , de sorte que les relevés corrigés ŝ satisfont les relations de Out(G).

En fait, les générateurs de Out(G) dans ce contexte sont tous du même type que
ceux utilisés dans le cas où G = Fd (pour les transvections et les réflexions) ou dans le
cas où G = Gd+1 ∗ · · · ∗ Gn (pour les automorphismes des facteurs, les automorphismes
de permutation et les twists de Dehn). Nous allons donc simplement prendre les mêmes
corrections que précédemment. Ainsi, les relations (1) − (12) du Théorème 3.9 seront
automatiquement satisfaites, et il suffira de vérifier (13)− (23).

Proposition 3.11. Soit G = Fd ∗Gd+1 ∗ · · · ∗Gn, avec Fd libre de rang d, Gd+1, . . . , Gn
abéliens non isomorphes à Z. On se donne un entier r ∈ Z premier avec n − 1 et on
considère le sous-groupe caractéristique N = G′Gr de G.

Alors la projection Aut(G)/N � Out(G) admet un scindement.

Démonstration. On peut se donner des entiers u, t ∈ Z tels que u(n − 1) + tr = 1. On
relève alors les générateurs de Out(G) comme suit :
— Pour les automorphismes des facteurs, les permutations de facteurs et les twists de

Dehn, on effectue les mêmes corrections que dans la preuve de la Proposition 3.6 (en
remplaçant ui par u).

— Les transvections à droite ne sont pas corrigées (on garde le relevé standard).

— Les transvections à gauche sont corrigées par λ̂(γi)
ij = ad

(
γ−ui

)
◦
(
λ

(γi)
ij

)
0
.

— Les réflexions sont corrigées par τ̂i = ad (aui ) ◦ (τi)0.
Notons que les corrections des transvections et des réflexions ne sont autres qu’une refor-
mulation algébrique des corrections de Bridson et Vogtmann [3] (voir 1.2).

Il s’ensuit que les relations (1) − (12) du Théorème 3.9 sont bien satisfaites : leur
vérification ne serait qu’une réécriture des calculs de la Proposition 3.6 (pour les relations
(1) − (11)) et de ceux de Bridson et Vogtmann [3] (pour (12)). De plus, les relations
(15) − (16) sont satisfaites car elles ne font intervenir que des générateurs dont on ne
corrige pas les relevés.

On vérifie que relations (14)−(18), (20) et (22)−(23) sont satisfaites dans Aut(G). On
donne les résultats des calculs pour les autres relations, et on voit qu’elles sont satisfaites
dans Aut(G)/N :
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(13) α̂(γi)
ij τ̂k = ad ([γui , auk ]) ◦ τ̂kα̂

(γi)
ij .

(19) ρ̂(γi)
ij α̂j` = ad

(
(ajγi)u γ−ui a−uj

)
◦ α̂j`ρ̂

(γi)
ij α̂

(γi)
i` .

(21) α̂jiρ̂(γi)
ij = ad

(
auj (γiaj)−u γui

)
◦ λ̂(γi)

ij α̂jiϕ̂i.

(0) ϕ̂i ◦
∏
j6d
j 6=i

ρ̂
(γi)
ij

(
λ̂

(γi)
ij

)(−1)
◦
∏
j>d
j 6=i

α̂
(γi)
ij = ad

(
γ
u(n−1)−1
i

)
= ad

(
γtri
)
.

Ainsi, s 7→ ŝ donne bien un scindement du morphisme Aut(G)/N � Out(G).

Le Lemme 3.7 qui prouvait l’injectivité du morphisme de restriction Aut(G)→ Aut(N)
était indépendant du fait d’avoir des facteurs libres ou non. Il reste donc valable dans le
cadre qui nous intéresse maintenant, ce qui donne le résultat suivant avec la même preuve
que le Théorème A.

Théorème B. Soit G = Fd ∗Gd+1 ∗ · · · ∗Gn, avec n > 2, Fd libre de rang d, Gd+1, . . . , Gn
abéliens non isomorphes à Z. On se donne un entier r ∈ Z premier avec n − 1 et on
considère le sous-groupe caractéristique N = G′Gr de G. Alors il existe un plongement

Out(G) ↪→ Out(N).

Remarque. Lorsque d = n, on retrouve le résultat de Bridson et Vogtmann [3] (voir
Théorème 1.3 dans ce texte).

En prenant r = |Gd+1| · · · |Gn|, on obtient une généralisation du Corollaire A.

Corollaire B1. Soit G = Fd∗Gd+1∗· · ·∗Gn, avec n > 2, Fd libre de rang d, Gd+1, . . . , Gn
abéliens finis. On suppose que n − 1 est premier avec l’ordre |Gi| de chaque facteur Gi.
Alors il existe un sous-groupe libre F de rang fini et d’indice fini dans G tel qu’on ait un
plongement

Out(G) ↪→ Out(F ).
En particulier, Out(G) admet une représentation libre fidèle.

On remarque que, quitte à augmenter le rang du facteur libre, on peut s’arranger pour
avoir n− 1 premier avec |Gi| pour tout i. On obtient ainsi un second corollaire.

Corollaire B2. Soit G = Fd∗Gd+1∗· · ·∗Gn, avec Fd libre de rang d, Gp+1, . . . , Gn abéliens
finis. Alors il existe un entier k > 0 tel que Out (Fk ∗G) admette une représentation libre
fidèle.

3.7 Application aux groupes de Coxeter universels

Considérons le groupeWn =
〈
x1, . . . , xn | x2

1, . . . , x
2
n

〉
. On appelleWn le groupe de Coxe-

ter universel de rang n ; c’est le produit libre de n copies de Z/2, et c’est sans doute
l’exemple le plus simple de produit libre de groupes librement indécomposables non iso-
morphes à Z. Il est donc naturel de se demander quelles propriétés Out (Wn) partage avec
Out (Fn).

On s’intéresse en particulier aux représentations libres de Out (Wn). Pour le groupe
Aut (Wn), Mühlherr [16] a montré qu’il existe un plongement Aut (Wn) ↪→ Aut (Fn−1)
pour tout n > 3. À l’inverse, Varghese [20] a montré que, si n > 4 et m 6 n− 2, alors tout
morphisme de Aut (Wn) vers Aut (Fm), Out (Fm) ou GLm (Z) a image finie.

On s’intéresse à la question analogue pour les automorphismes extérieurs : on cherche
à savoir pour quels entiers n,m il existe des représentations libres fidèles Out (Wn) ↪→
Out (Fm). En application des résultats de ce texte, on a le corollaire suivant.
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Corollaire 3.12. Si n est pair et m = 2n−1(n− 2) + 1, alors il existe un plongement

Out (Wn) ↪→ Out (Fm) .

Démonstration. D’après le Théorème A (avec ri = 2 pour tout i), il existe un plongement
Out (Wn) ↪→ Out (W ′n). Considérons de plus une représentation arboréale (A,Wn) telle
que Wn\A est un arbre de groupes à n sommets étiquetés par Z/2 et n − 1 arêtes sans
étiquette. Le Lemme 3.2 implique queW ′n agit librement sur A, doncW ′n ∼= Fm, oùm est le
genre du grapheW ′n\A. Observons queWn/W

′
n
∼= (Z/2)n et que, dans A, les stabilisateurs

de sommets sous l’action deWn/W
′
n ont ordre 2 et les stabilisateurs d’arêtes sont triviaux.

Ainsi, chaque orbite d’arêtes pourWn correspond à 2n orbites d’arêtes pourW ′n, et chaque
orbite de sommets pour Wn correspond à 2n−1 orbites de sommets pour W ′n. Il s’ensuit
que W ′n\A est un graphe à (n− 1)2n arêtes et n2n−1 sommets, d’où

m =
∣∣E (W ′n\A)∣∣− ∣∣V (W ′n\A)∣∣+ 1 = 2n−1(n− 2) + 1.

On n’a aucune raison de croire que ce résultat couvre toutes les valeurs possibles
de n,m pour lesquelles il existe des plongements Out (Wn) ↪→ Out (Fm). Pour le voir,
intéressons-nous au cas où n = 3, sur lequel le Corollaire 3.12 ne dit rien. Le groupe
Out (W3) est suffisamment simple pour être calculé explicitement, et on peut en construire
une représentation libre fidèle à la main.

Proposition 3.13. (i) Out (W3) ∼= W3 oS3, où l’action de S3 sur W3 est par permu-
tation des générateurs.

(ii) Il existe un plongement Out (W3) ↪→ Out (F4).

Démonstration. (i) On a un morphisme Out (W3) → S3 donné par l’action de W3 sur
les classes de conjugaison des générateurs ; on note Out0 (W3) son noyau. On a donc
une suite exacte

1→ Out0 (W3)→ Out (W3)→ S3 → 1.

On peut construire un scindement de cette suite exacte donné par (i j) 7→ ωij (on
reprend la Notation 3.3). Il s’ensuit que Out (W3) ∼= Out0 (W3)oS3. Reste à déter-
miner Out0 (W3).
En utilisant la présentation de Out (W3) de Fuchs-Rabinovich (Corollaire 3.5), on
voit que Out0 (W3) est engendré par les twists de Dehn (dans ce cas, il n’y a pas
d’automorphismes de facteurs), avec les relations (0) et (4)− (5) (ce sont les seules
qui ne font intervenir que des twists de Dehn). Chaque twist de Dehn est d’ordre 2.
En notant αij = α

(xi)
ij , la relation (0) donne

α12 = α13, α21 = α23, α31 = α32.

Les relations (4)− (5) s’en déduisent, ce qui donne finalement

Out0 (W3) =
〈
α12, α21, α31 | α2

12, α
2
21, α

2
31

〉
.

On voit donc que Out0 (W3) ∼= W3, et l’action de S3 est donnée par (1 2) ·α12 = α21,
(1 2) · α31 = α32 = α31 et (2 3) · α12 = α13 = α12, (2 3) · α31 = α21. Cela correspond
bien à l’action de S3 par permutation des générateurs de W3.

(ii) D’après (i), il suffit de construire un plongement W3 o S3 ↪→ Out (F4). Pour cela,
on note x1, x2, x3 les générateurs de W3, a1, . . . , a4 les générateurs de F4. On note
αij = ρijλ

−1
ij les twists de Dehn dans F4 et τi la réflexion ai 7→ a−1

i (voir Notation
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3.8). Pour σ ∈ S3, on pose de plus ωσ ∈ Out (F4) donné par ai 7→ aσ(i) pour
i ∈ {1, 2, 3} et a4 7→ a4.
On définit alors f : W3 oS3 → Out (F4) par

xi ∈W3 7−→ αi4τi = τiα
−1
i4 ∈ Out (F4) ,

σ ∈ S3 7−→ ωσ ∈ Out (F4) .

On a f (xi)2 = 1 et f (σ) f (xi) f (σ)−1 = f
(
xσ(i)

)
pour tout i ∈ {1, 2, 3} et σ ∈ S3,

donc f définit bien un morphisme de groupes W3 oS3 → Out (F4).
Reste à voir que f est injectif. Pour cela, soit γ = wσ ∈ Ker f , avec w ∈ W3 et
σ ∈ S3. Comme f (γ) = 1 dans Out (F4), f(γ) agit trivialement sur les classes de
conjugaison des ai, donc σ = 1. On écrit sous forme normale w = xi1 · · ·xik , avec
k > 0, ij ∈ {1, 2, 3}, ij+1 6= ij . On a alors

f (γ) · ai = a±1
i si i ∈ {1, 2, 3}

f (γ) · a4 = ad
(
aεkik · · · a

ε1
i1

)
· a4,

avec ε1, . . . , εk ∈ {±1}. Comme f (γ) = 1 dans Out (F4), il s’ensuit que aεkik · · · a
ε1
i1

=
1. Comme c’est une forme réduite dans F4, on doit avoir k = 0, donc w = 1 et γ = 1.
Ainsi, f : W3 oS3 ↪→ Out (F4) est un plongement.

Cet exemple confirme la non-exhaustivité de notre méthode : on a pu construire des
plongements Out (Wn) ↪→ Out (Fm) pour certains entiers n,m, mais il peut exister d’autres
valeurs de n pour lesquelles Out (Wn) admet des représentations libres fidèles.

De manière générale, il semble très probable que le groupe Out(G) admette des repré-
sentations libres fidèles pour de nombreux produits libres G sur lesquels nous ne pouvons
rien dire par la méthode développée ici.
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