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Chapitre 1
Suites Réelles et Complexes

I Bornes supérieures et bornes inférieures

Vocabulaire 1.1 (Espace ordonné). E un ensemble, ◁ une relation d’ordre sur E. Alors
(E,◁) est dit espace ordonné.

Définition 1.2 (Majorant). (E,◁) un espace ordonné. X ⊂ E, a ∈ E. On dit que a
majore X lorsque :

∀x ∈ X, x ◁ a.

On note MajX l’ensemble des majorants de X.

Définition 1.3 (Minimum). (E,◁) un espace ordonné. X ⊂ E, ω ∈ E. On dit que ω est
un minimum de X lorsque ω ∈ X et ∀x ∈ X, ω ◁ x.

Remarque 1.4. Avec les notations de la définition précédente, si X admet un minimum
ω, alors ce minimum est unique. Dans ce cas, on peut noter ω = minX.

Définition 1.5 (Borne supérieure). (E,◁) un espace ordonné. X ⊂ E. Si MajX possède
un minimum, alors ce minimum est appelé borne supérieure de X et noté supX. On
définit de manière analogue la borne inférieure, notée inf X.

Proposition 1.6 (Passage au sup). (E,◁) un espace ordonné. X ⊂ E, M ∈ E. On
suppose que X possède une borne supérieure. S’équivalent :

(i) ∀x ∈ X, x ◁M ,
(ii) supX ◁M .

Théorème 1.7. Il existe un ensemble R ⊃ Q tel que (R,+,×) est un corps commutatif,
⩽ est une relation d’ordre total sur R, et R vérifie la propriété de la borne supérieure (i.e.
toute partie non vide et majorée de R possède une borne supérieure).

Proposition 1.8 (Critère de la borne supérieure dans R). Soit X ⊂ R et a ∈ R. S’équi-
valent :

(i) a est la borne supérieure de X.

(ii)
{

∀x ∈ X, x ⩽ a

∀ε > 0, ∃x ∈ X, a− ε < x ⩽ a
.
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CHAPITRE 1. SUITES RÉELLES ET COMPLEXES

Exemple 1.9. D un ensemble non vide. On définit une relation binaire ≼ sur RD par :

f ≼ g ⇐⇒ ∀d ∈ D, f(d) ⩽ g(d).

Alors :
(i) ≼ est une relation d’ordre sur RD.
(ii) ≼ est un ordre total ssi D est un singleton.
(iii) Toute partie non vide et majorée de RD possède une borne supérieure pour ≼.

Remarque 1.10. La borne supérieure d’un ensemble majoré de fonctions continues de
RI , où I est un intervalle, n’est pas toujours continue.

Définition 1.11 (R). On définit R = R ∪ {−∞,+∞}, muni de +, × et ⩽ définies ci-
dessous (on appelle +̃ et ×̃ respectivement + et × dans R) :

+ −∞ x2 ∈ R +∞
−∞ −∞ −∞

x1 ∈ R −∞ x1+̃x2 +∞
+∞ +∞ +∞

× −∞ x2 ∈ R∗
− 0 x2 ∈ R∗

+ +∞
−∞ +∞ +∞ −∞ −∞

x1 ∈ R∗
− +∞ x1×̃x2 0 x1×̃x2 −∞

0 0 0 0
x1 ∈ R∗

+ −∞ x1×̃x2 0 x1×̃x2 +∞
+∞ −∞ −∞ +∞ +∞

∀x ∈ R, −∞ ⩽ x ⩽ +∞ −∞ ⩽ +∞

II Suites réelles et monotonie

Proposition 1.12. u ∈ RN. On suppose que u ↗.
(i) Si u est majorée, alors u converge.
(ii) Si u n’est pas majorée, alors un −−−−−→

n→+∞
+∞.

Proposition 1.13. f : A ⊂ R → R. Soit u ∈ AN t.q.

∀n ∈ N, un+1 = f (un) .

(i) Si f ↗, alors (un) est monotone.
(ii) Si f ↘, alors (u2n) et (u2n+1) sont monotones de sens de monotonie inverses.

Définition 1.14 (Suites adjacentes). (u, v) ∈
(
RN
)2

. On dit que u et v sont adjacentes
lorsque u ↗, v ↘ et vn − un −−−−−→

n→+∞
0.

Proposition 1.15. u et v deux suites adjacentes. Alors u et v convergent vers une même
limite notée ℓ et ∀n ∈ N, ℓ ∈ [un, vn].
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CHAPITRE 1. SUITES RÉELLES ET COMPLEXES

III Fonctions convexes de la variable réelle

Notation 1.16. Dans toute cette section, I ⊂ R est un intervalle non trivial (i.e. non
vide et non réduit à un point).

Définition 1.17 (Fonction convexe). On dit que f : I → R est convexe lorsque :

∀(a, b) ∈ I2, ∀t ∈]0, 1[, f ((1 − t)a+ tb) ⩽ (1 − t)f(a) + tf(b).

Notation 1.18 (Fonction pente). f : I → R. Si ω ∈ I, on définit la fonction pente en ω
par :

pω : x ∈ I\{ω} 7−→ f(x) − f(ω)
x− ω

.

Proposition 1.19. f : I → R. Alors f est convexe ssi ∀ω ∈ I, pω ↗.

Lemme 1.20. f : I → R. On définit g : x ∈ (−I) 7−→ f(−x). Alors f est convexe ssi g
est convexe.

Proposition 1.21. f : I → R convexe, ω ∈ I̊. Alors f admet une dérivée à gauche et à
droite en ω :

pω(x) −−−−→
x→ω−

f ′
g(ω) et pω(x) −−−−→

x→ω+
f ′
d(ω).

Proposition 1.22. f : I → R convexe. Alors f est C0 sur I̊.

Proposition 1.23. f : I → R convexe. (a1, . . . , an) ∈ In, (λ1, . . . , λn) ∈ (R+)n. On
suppose que

∑n
k=1 λk = 1. Alors

∑n
k=1 λkak ∈ I et

f

(
n∑
k=1

λkak

)
⩽

n∑
k=1

λkf(ak).

Proposition 1.24. f : I → R dérivable. Alors f est convexe ssi f ′ ↗.

Proposition 1.25. f : I → R deux fois dérivable. Alors f est convexe ssi f ′′ ⩾ 0.

Application 1.26 (Inégalité arithmético-géométrique).

∀ (a1, . . . , an) ∈ (R+)n ,
(

n∏
k=1

ak

) 1
n

⩽
1
n

n∑
k=1

ak.

Démonstration. Utiliser la convexité de (− ln) et la proposition 1.23.

Proposition 1.27. (fλ)λ∈Λ une famille de fonctions de RI . On suppose que :
(i) ∀λ ∈ Λ, fλ est convexe.
(ii) ∃M ∈ RI , ∀λ ∈ Λ, fλ ⩽M.

On peut alors poser
g : x ∈ I 7−→ sup

λ∈Λ
fλ(x),

et g est convexe.

Corollaire 1.28. Si elle est définie, la borne supérieure d’une famille de fonctions affines
est convexe.
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CHAPITRE 1. SUITES RÉELLES ET COMPLEXES

Proposition 1.29. On suppose ici que I est ouvert. Si f : I → R est une fonction
convexe, alors f est la borne supérieure d’une famille de fonctions affines.

Démonstration. Pour x ∈ I, poser Tx la fonction affine associée à la tangente à droite
à la courbe représentative de f en x :

Tx : t ∈ I 7−→ f(x) + (t− x)f ′
d(x).

Vérifier alors que ∀x ∈ I, Tx ⩽ f , puis que supx∈I Tx = f .

Proposition 1.30. On suppose encore I ouvert. Soit f : I → R convexe, a ∈ I. Alors il
existe B : I → R affine t.q. B(a) = f(a) et B ⩽ f .

Démonstration. Il suffit de prendre B = Ta.

Proposition 1.31 (Inégalité de Jensen). (a, b,m,M) ∈ R4, a < b et m < M , I intervalle
ouvert contenant [m,M ]. w : [a, b] → R+ continue t.q.

∫ b
a w = 1 ; φ : [a, b] → [m,M ]

continue ; f : I → R convexe. Alors :

f

(∫ b

a
wφ

)
⩽
∫ b

a
w · (f ◦ φ) . (∗)

Démonstration. Première étape. En supposant f affine, montrer que (∗) est en fait une
égalité. Deuxième étape. Utiliser alors la proposition 1.29 pour obtenir une famille (Aλ)λ∈Λ
de fonctions affines t.q. f = supλ∈ΛAλ. Ainsi, d’après la première étape :

∀λ ∈ Λ, Aλ

(∫ b

a
wφ

)
=
∫ b

a
w · (Aλ ◦ φ) ⩽

∫ b

a
w · (f ◦ φ) .

Obtenir alors (∗) en passant au sup sur λ.

IV Valeurs d’adhérence d’une suite réelle ou complexe

IV.1 Valeurs d’adhérence

Notation 1.32. Dans ce chapitre, on notera K = R ou C.

Vocabulaire 1.33 (Extractrice). On appelle extractrice toute application φ : N → N ↗↗.

Proposition 1.34. Soit φ une extractrice. Alors :

∀n ∈ N, φ(n) ⩾ n.

Proposition 1.35. La composée de deux extractrices est une extractrice.

Proposition 1.36. A ⊂ N. S’équivalent :
(i) A est non majoré.
(ii) A est infini.
(iii) Il existe une extractrice φ telle que φ (N) ⊂ A.
(iv) Il existe une extractrice φ telle que φ (N) = A.

Proposition 1.37 (Suite extraite). u ∈ KN. On appelle suite extraite de u toute suite de
la forme u ◦ φ, où φ est une extractrice.

4



CHAPITRE 1. SUITES RÉELLES ET COMPLEXES

Proposition 1.38 (Valeur d’adhérence). u ∈ KN. On appelle valeur d’adhérence de u
tout λ ∈ K tel qu’il existe une suite v extraite de u telle que vn −−−−−→

n→+∞
λ. On notera Λ(u)

l’ensemble des valeurs d’adhérence de u.

Proposition 1.39. u ∈ KN. Si v est une suite extraite de u et w est une suite extraite de
v, alors w est une suite extraite de u.

Proposition 1.40. u ∈ KN. Si un −−−−−→
n→+∞

ℓ ∈ K, alors Λ(u) = {ℓ}.

Exemple 1.41. Soit u ∈ CN définie par ∀n ∈ N, un = ei
√
n. Alors Λ(u) = U.

Lemme 1.42. (E,◁) un espace totalement ordonné. Si u ∈ EN, alors u possède une
sous-suite monotone.

Démonstration. Poser

A = {n ∈ N, ∃P ∈ N, ∀q ⩾ P, un ◁ uq} .

Si A est infini, extraire de u une sous-suite croissante. Sinon, A est majoré et extraire alors
de u une sous-suite décroissante.

Théorème 1.43 (Théorème de Bolzano-Weierstrass dans R). Toute suite réelle bornée
possède au moins une valeur d’adhérence dans R.

Proposition 1.44. u ∈ RN bornée. S’équivalent :
(i) u converge.
(ii) u a exactement une valeur d’adhérence.
(iii) u a au plus une valeur d’adhérence.

IV.2 Théorème de Bolzano-Weierstrass : extensions

Théorème 1.45 (Théorème de Bolzano-Weierstrass dans C). Toute suite complexe bornée
possède au moins une valeur d’adhérence dans C.

Proposition 1.46. u ∈ CN bornée. S’équivalent :
(i) u converge.
(ii) u a exactement une valeur d’adhérence.
(iii) u a au plus une valeur d’adhérence.

Théorème 1.47 (Théorème de Bolzano-Weierstrass dans R). Toute suite réelle admet
une suite extraite qui converge (au sens de R) vers un élément de R.

V Suites de Cauchy

Définition 1.48 (Suite de Cauchy). u ∈ KN. On dit que u est de Cauchy lorsque :

∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀p ⩾ N, ∀q ⩾ N, |up − uq| ⩽ ε.

Proposition 1.49. Toute suite convergeante est de Cauchy.

Lemme 1.50. Toute suite de Cauchy est bornée.

Proposition 1.51. Toute suite de Cauchy converge.

Théorème 1.52. Les suites de Cauchy sont exactement les suites convergeantes.
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CHAPITRE 1. SUITES RÉELLES ET COMPLEXES

VI Relations de comparaison pour les suites

Définition 1.53 (o, O et ∼). (u, v) ∈
(
KN
)2

.

(i) On dit que un = o(vn) lorsqu’il existe ε ∈ KN de limite 0 telle que un = εnvn à PCR.
(ii) On dit que un = O(vn) lorsqu’il existe ϕ ∈ KN bornée telle que un = ϕnvn à PCR.
(iii) On dit que un ∼ vn lorsqu’il existe ψ ∈ KN de limite 1 telle que un = ψnvn à PCR.

Proposition 1.54. (u, v) ∈
(
KN
)2

. S’il existe N ∈ N tel que ∀n ⩾ N, vn ̸= 0, alors :

(i) un = o (vn) ⇐⇒ un
vn

−−−−−→
n→+∞

0.

(ii) un = O (vn) ⇐⇒
(
un
vn

)
n⩾N

est bornée.

(iii) un ∼ vn ⇐⇒ un
vn

−−−−−→
n→+∞

1.

Vocabulaire 1.55 (Propriété de nature asymptotique). On dit qu’une propriété P d’une
suite u est de nature asymptotique lorsque P reste vraie si on modifie un nombre fini de
termes de la suite u.

Proposition 1.56. o, O et ∼ sont de nature asymptotique.
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Chapitre 2
Développements Asymptotiques

I Fonctions équivalentes

Définition 2.1 (Voisinage de +∞). On appelle voisinage de +∞ toute partie V ⊂ R telle
que ∃M ∈ R, [M,+∞[⊂ V .

Vocabulaire 2.2 (Fonction définie au voisinage de +∞). F un ensemble non vide. On
dit que f : D ⊂ R → F est définie au voisinage de +∞ lorsque D est un voisinage de +∞.

Remarque 2.3. Dans la suite de ce chapitre, on travaillera exclusivement au voisinage
de +∞.

Définition 2.4 (Fonctions équivalentes). f, g deux fonctions à valeurs dans C définies au
voisinage de +∞. On dit que f ∼

+∞
g lorsqu’il existe u à valeurs dans C définie au voisinage

de +∞ telle que :
(i) ∃M ∈ R, ∀x ∈ [M,+∞[, f(x) = u(x)g(x).
(ii) lim+∞ u = 1.

Proposition 2.5. f, g deux fonctions à valeurs dans C définies au voisinage de +∞. Si
g ne s’annule pas dans un voisinage de +∞, alors f

g est définie dans un voisinage de +∞
et :

f ∼
+∞

g ⇐⇒ lim
+∞

(
f

g

)
= 1.

Proposition 2.6. ∼
+∞

est une relation d’équivalence sur l’ensemble des fonctions définies
au voisinage de +∞.

Proposition 2.7. f, f1, g, g1 quatre fonctions à valeurs dans C définies au voisinage de
+∞.

(i) Si f ∼
+∞

f1 et g ∼
+∞

g1, alors fg ∼
+∞

f1g1.

(ii) Si f ∼
+∞

f1, alors ∀n ∈ N, fn ∼
+∞

fn1 .

(iii) Si f ∼
+∞

f1 et f ne s’annule pas dans un voisinage de +∞, alors f1 ne s’annule pas

dans un voisinage de +∞ et ∀k ∈ Z, fk ∼
+∞

fk1 .

(iv) On suppose ici que f et f1 sont à valeurs réelles. Si f ∼
+∞

f1 et f > 0 dans un
voisinage de +∞, alors f1 > 0 dans un voisinage de +∞ et ∀α ∈ R, fα ∼

+∞
fα1 .
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CHAPITRE 2. DÉVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES

Proposition 2.8. f, g deux fonctions à valeurs dans R définies au voisinage de +∞. Si
f ∼

+∞
g et lim+∞ f = ℓ ∈ R, alors lim+∞ g = ℓ.

Exemple 2.9 (Résine C∞). On pose :

ψ : x ∈ R 7−→

e
− 1

x2 si x ̸= 0
0 si x = 0

.

Alors :
(i) ψ ne s’annule qu’en 0.
(ii) ψ est C∞.
(iii) ∀n ∈ N, ψ(n)(0) = 0.

Démonstration. Procéder par récurrence sur n en posant H(n) : ψ est n fois dérivable
sur R et il existe Pn ∈ R[X] et qn ∈ N tels que

∀x ∈ R∗, ψ(n)(x) = Pn(x)
xqn

· e− 1
x2 ,

et ψ(n)(0) = 0.

II Notation o

Définition 2.10 (o). f, g deux fonctions à valeurs dans C définies au voisinage de +∞.
On dit que f = o+∞(g) lorsqu’il existe ε à valeurs dans C définie au voisinage de +∞
telle que :

(i) ∃M ∈ R, ∀x ∈ [M,+∞[, f(x) = ε(x)g(x).
(ii) lim+∞ ε = 0.

Proposition 2.11. f, g deux fonctions à valeurs dans C définies au voisinage de +∞.
Alors :

f = o+∞(g) ⇐⇒ g + f ∼
+∞

g.

III Développements asymptotiques

Vocabulaire 2.12 (Développement asymptotique). f une fonction à valeurs dans C dé-
finie au voisinage de +∞. On appelle développement asymptotique de f au voisinage de
+∞ toute relation du type :

f(x) =
n∑
k=0

λkφk(x) + o+∞ (φn(x)) ,

où (λ0, . . . , λn) ∈ Cn+1, φ0, . . . , φn sont définies au voisinage de +∞ et :

∀i ∈ J0, nJ, φi+1 = o+∞ (φi) .

8



CHAPITRE 2. DÉVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES

IV Formules de Taylor

Proposition 2.13 (Formule de Taylor formelle). P ∈ C[X], a ∈ C. Si degP ⩽ N , alors :

P =
N∑
k=0

P (k)(a)
k! (X − a)k.

Proposition 2.14 (Formule de Taylor avec reste intégral). f : [a, b] → C Cn+1. Alors :

f(b) =
n∑
k=0

f (k)(a)
k! (b− a)k +

∫ b

a

(b− t)n

n! f (n+1)(t) dt.

Remarque 2.15. Pour n = 0, on retrouve le théorème fondamental de l’analyse.

Proposition 2.16 (Formule de Taylor avec reste de Lagrange). f : [a, b] → R Cn sur [a, b]
et (n+ 1) fois dérivable sur ]a, b[. Alors :

∃ζ ∈]a, b[, f(b) =
n∑
k=0

f (k)(a)
k! (b− a)k + (b− a)n+1

(n+ 1)! f (n+1)(ζ).

Remarque 2.17. Pour n = 0, on retrouve le théorème des accroissements finis.

Proposition 2.18 (Formule de Taylor-Young). f une fonction à valeurs dans R définie
au voisinage de x0 et n fois dérivable en x0. Alors :

f(x) =
n∑
k=0

f (k)(x0)
k! (x− x0)k + ox0 ((x− x0)n) .

V Développements limités

Vocabulaire 2.19 (Développement limité). f une fonction à valeurs dans C définie au
voisinage de x0. On appelle développement limité de f à l’ordre o ((x− x0)n) tout déve-
loppement asymptotique du type :

f(x) =
n∑
k=0

λk (x− x0)k + o+∞ ((x− x0)n) ,

où (λ0, . . . , λn) ∈ Cn+1.
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Chapitre 3
Séries Numériques

I Définitions

Définition 3.1 (Série). u ∈ CN. On appelle série de terme général un, notée
∑
un, la

suite (Sn)n∈N, avec Sn =
∑n
k=0 uk. Sn est appelée somme partielle au rang n de la série∑

un. On dit que
∑
un converge lorsque (Sn)n∈N converge. Dans ce cas, on pose :

∞∑
n=0

un = lim
n→+∞

n∑
k=0

uk.

Si u ∈ (R+)N et Sn −−−−−→
n→+∞

+∞, on notera
∑∞
n=0 un = +∞.

Proposition 3.2. z ∈ C. Alors
∑
zn converge ssi |z| < 1 ; et dans ce cas :

∞∑
n=0

zn = 1
1 − z

.

Proposition 3.3.
∑
un une série convergente. Alors, pour tout q ∈ N,

∑
uq+n converge,

et :
∞∑
n=0

un =
q−1∑
k=0

uk +
∞∑
k=0

uq+k.

On notera
∑∞
k=q uk =

∑∞
k=0 uq+k.

Remarque 3.4 (Équivalence suites-séries). p ∈ CN. On définit u ∈ CN par u0 = p0 et
∀n ∈ N∗, un = pn − pn−1. Alors :

∀n ∈ N, pn =
n∑
k=0

uk.

Ainsi, étudier la suite p équivaut à étudier la série
∑
un.

Proposition 3.5. u ∈ (R+)N. Alors
∑
un converge ssi (

∑n
k=0 uk)n∈N est majorée.

Proposition 3.6.
∑
un une série convergente. Alors un −−−−−→

n→+∞
0.

Proposition 3.7. u ∈ CN. S’équivalent :
(i)

∑
un converge.

10



CHAPITRE 3. SÉRIES NUMÉRIQUES

(ii) ∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀p ⩾ N, ∀q ∈ N,
∣∣∣∑p+q

k=p+1 uk
∣∣∣ ⩽ ε.

Démonstration. C’est une conséquence du théorème 1.52.

Proposition 3.8. s ∈ R. Alors
∑ 1

ns converge ssi s > 1.

Définition 3.9 (Fonction ζ de Riemann). On définit :

ζ : s ∈]1,+∞[ 7−→
∞∑
n=1

1
ns
.

Proposition 3.10.
(i) ζ est décroissante.
(ii) ζ est convexe.
(iii) ζ est continue.
(iv) lim+∞ ζ = 1 et lim1+ ζ = +∞.

II Absolue convergence

Définition 3.11 (Absolue convergence). u ∈ CN. On dit que la série
∑
un converge

absolument lorsque la série
∑

|un| converge.

Proposition 3.12. u ∈ CN. Si
∑
un converge absolument, alors

∑
un converge.

Démonstration. Utiliser la proposition 3.7.

Vocabulaire 3.13 (Série semi-convergente). Une série convergente non absolument conver-
gente est dite semi-convergente.

III Séries alternées

Proposition 3.14. a ∈ (R+)N. On suppose que an −−−−−→
n→+∞

0 et que a ↘. Alors la série∑
(−1)nan converge et :

∀p ∈ N, S2p+1 ⩽ S ⩽ S2p,

où Sn =
∑n
k=0(−1)kak et S =

∑∞
n=0(−1)nan. On peut aussi écrire :

∀n ∈ N, |S − Sn| ⩽ an+1.

Démonstration. Montrer que les suites (S2n) et (S2n+1) sont adjacentes puis appliquer
la proposition 1.15.

Définition 3.15 (Série alternée). v ∈ RN.
(i) On dit que la série

∑
vn est alternée lorsque (−1)nvn garde un signe constant.

(ii) On dit que
∑
vn vérifie le critère spécifique des séries alternées lorsque

∑
vn est

alternée et la suite (|vn|) tend vers 0 en décroissant.

Proposition 3.16. Si
∑
vn est une série vérifiant le critère spécifique des séries alternées,

alors
∑
vn converge, et on a les inégalités données dans la proposition 3.14.

11



CHAPITRE 3. SÉRIES NUMÉRIQUES

IV Quelques applications

Application 3.17. (cos 1) ̸∈ Q.

Démonstration. D’après la formule de Taylor avec reste intégral (proposition 2.14),
écrire :

∀n ∈ N, cos 1 =
2n∑
k=0

(−1)k

(2k)! +
∫ 1

0

(1 − t)2n

(2n)! (−1)n sin t dt︸ ︷︷ ︸
εn

.

Montrer que |εn| ⩽ 1
(2n)! −−−−−→

n→+∞
0, d’où :

cos 1 =
∞∑
n=0

(−1)n

(2n)! .

Comme
∑ (−1)n

(2n)! vérifie le critère spécifique des séries alternées, on a ∀n ∈ N, An− 1
(4n+2)! ⩽

cos 1 ⩽ An, où An =
∑2n
k=0

(−1)k

(2k)! . On obtient aisément des inégalités strictes en écrivant
la même inégalité au rang (n + 1). On suppose alors par l’absurde que cos 1 = p

q , avec
(p, q) ∈ Z×N∗, p∧ q = 1. On choisit n ∈ N tel que q | (4n)! (par exemple, n ⩾ q convient),
on multiplie l’inégalité par (4n)!, et on a :

(4n)!An − 1
(4n+ 1)(4n+ 2) <

(4n)!
q

p < (4n)!An,

ce qui est absurde.

V Domination

Proposition 3.18. (u, v) ∈
(
RN
)2

. On suppose que ∃n0 ∈ N, ∀n ⩾ n0, 0 ⩽ un ⩽ vn.

(i) Si
∑
vn converge alors

∑
un converge.

(ii) Si
∑
un diverge alors

∑
vn diverge.

Proposition 3.19. u ∈ CN, v ∈ (R+)N. Si un = O(vn) et
∑
vn converge alors

∑
un

converge absolument.

Proposition 3.20. (u, v) ∈
(
RN
)2

. On suppose que un ∼ vn et vn ⩾ 0 à PCR. Alors :

(i) un ⩾ 0 à PCR.
(ii) Les séries

∑
un et

∑
vn sont de même nature.

Exemple 3.21. (a, b, c) ∈ R3. On pose, pour n ∈ N∗, un = a lnn+b ln(n+1)+c ln(n+2).
Alors :

(i)
∑
un converge ssi (a, b, c) ∈ Vect ((1,−2, 1)).

(ii) Si
∑
un converge alors

∑∞
n=1 un = −a ln 2.

12



CHAPITRE 3. SÉRIES NUMÉRIQUES

VI Intégrales impropres sur [a, +∞[
Notation 3.22. Dans ce chapitre, on notera K = R ou C.

Vocabulaire 3.23 (Continuité par morceaux sur un intervalle non borné). f : [a,+∞[→
K. On dit que f est continue par morceaux (C0

pm) sur [a,+∞[ lorsque, pour tout b ∈
[a,+∞[, f est C0

pm sur [a, b].

Définition 3.24 (Intégrale impropre). f : [a,+∞[→ K C0
pm. On dit que l’ intégrale im-

propre
∫+∞
a f converge lorsque x 7−→

∫ x
a f a une limite dans K quand x → +∞. On pose

alors : ∫ +∞

a
f = lim

x→+∞

∫ x

a
f.

Proposition 3.25. Soit A =
{
f ∈ C0

pm ([a,+∞[,K) ,
∫+∞
a f converge

}
. Alors :

(i) A est un sous-espace vectoriel de C0
pm ([a,+∞[,K).

(ii) L’application f ∈ A 7−→
∫+∞
a f est une forme linéaire.

(iii) Si f ∈ A et f ⩾ 0 alors
∫+∞
a f ⩾ 0.

Proposition 3.26. (a, b) ∈ R2, a < b. f : [a,+∞[→ K C0
pm. Alors

∫+∞
a f converge ssi∫+∞

b f converge. Et en cas de convergence :∫ +∞

a
f =

∫ b

a
f +

∫ +∞

b
f.

Proposition 3.27. f : [a,+∞[→ K C0
pm. Soit u ∈ [a,+∞[N, avec u0 = a et un −−−−−→

n→+∞
+∞.

(i) Si
∫+∞
a f converge, alors

∑∫ un+1
un

f converge.

(ii) On suppose de plus que f est à valeurs dans R+. Alors
∫+∞
a f converge ssi

∑∫ un+1
un

f
converge.

En cas de convergence : ∫ +∞

a
f =

∞∑
n=0

∫ un+1

un

f.

Proposition 3.28. f : [a,+∞[→ R+ C0
pm. Alors

∫+∞
a f converge ssi

∃M ∈ R, ∀x ∈ [a,+∞[,
∫ x

a
f ⩽M.

Proposition 3.29. f, g : [a,+∞[→ R+ C0
pm. On suppose que 0 ⩽ f ⩽ g. Alors :

(i) Si
∫+∞
a g converge alors

∫+∞
a f converge.

(ii) Si
∫+∞
a f diverge alors

∫+∞
a g diverge.

Proposition 3.30 (Intégrales de Bertrand). (α, β) ∈ R2.
∫+∞

2
dt

tα lnβ t
converge ssi (α, β) >

(1, 1).

13
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VII Comparaison séries-intégrales

Proposition 3.31. f : [0,+∞[→ R+ C0
pm. On suppose que f ⩾ 0, f ↘ et lim+∞ f = 0.

Alors
∑
f(n) converge ssi

∫+∞
0 f converge. En cas de convergence, on a :∫ +∞

1
f ⩽

∞∑
n=1

f(n) ⩽
∫ +∞

0
f.

Proposition 3.32 (Séries de Bertrand). (α, β) ∈ R2.
∑ 1

nα lnβ n
converge ssi (α, β) >

(1, 1).

VIII Comparaison logarithmique

VIII.1 Comparaison logarithmique

Proposition 3.33 (Comparaison logarithmique). (u, v) ∈
(
R∗

+
)N. On suppose que :

∃n0 ∈ N, ∀n ⩾ n0,
un+1
un

⩽
vn+1
vn

.

(i) Si
∑
vn converge alors

∑
un converge.

(ii) Si
∑
un diverge alors

∑
vn diverge.

Proposition 3.34 (Critère de d’Alembert). u ∈
(
R∗

+
)N t.q. un+1

un
−−−−−→
n→+∞

ℓ ∈ R. Alors :

(i) Si ℓ < 1, alors
∑
un converge.

(ii) Si ℓ = 1, alors
∑
un peut converger ou diverger.

(iii) Si ℓ > 1, alors
∑
un diverge grossièrement.

VIII.2 Règle du nαun

Méthode 3.35 (Règle du nαun). u ∈
(
R∗

+
)N. Pour déterminer la nature de

∑
un, on

peut étudier ln (nαun), pour α ∈ R. En effet :
(i) Si ln (nαun) −−−−−→

n→+∞
−∞ avec α > 1, alors

∑
un converge.

(ii) Si ln (nαun) −−−−−→
n→+∞

+∞ avec α ⩽ 1 (il suffit en fait de tester α = 1), alors
∑
un

diverge.

IX Asymptotique des sommes partielles des séries diver-
gentes et des restes des séries convergentes

Proposition 3.36. u ∈ CN, v ∈ RN. On suppose que un = O(vn) et que vn ⩾ 0 à PCR.
(i) Si

∑
vn converge alors

∑
un converge absolument et :

∞∑
k=n+1

uk = O

 ∞∑
k=n+1

vk

 .
(ii) Si

∑
vn diverge, alors :

n∑
k=0

uk = O
(

n∑
k=0

vk

)
.

14



CHAPITRE 3. SÉRIES NUMÉRIQUES

Idem en remplaçant O par o ou ∼.

Proposition 3.37.
n∑
k=1

1
k

= lnn+ γ + 1
2n + o

( 1
n

)
,

où γ est la constante d’Euler.

Démonstration. Écrire

lnn =
n∑
k=2

(ln k − ln(k − 1))︸ ︷︷ ︸
∼ 1

k

∼
n∑
k=2

1
k

∼
n∑
k=1

1
k
,

en utilisant la proposition 3.36 car 1
n ⩾ 0 et

∑ 1
n diverge. Poser ensuite vn =

∑n
k=1

1
k − lnn

et écrire vn =
∑n
k=2 (vk − vk−1) + v1, montrer que vk − vk−1 = O

(
1
k2

)
, et continuer en

utilisant la même méthode.

Proposition 3.38. α ∈ R.

α > 1 =⇒
∞∑

k=n+1

1
kα

∼ 1
(α− 1)nα−1 , (i)

α < 1 =⇒
n∑
k=1

1
kα

∼ n1−α

1 − α
. (ii)

Démonstration. Même méthode que pour la proposition 3.37. Par exemple, pour α > 1 :

1
(α− 1)nα−1 =

∞∑
k=n

(
k1−α

α− 1 − (k + 1)1−α

α− 1

)
︸ ︷︷ ︸

∼ 1
kα

∼
∞∑
k=n

1
kα

∼
∞∑

k=n+1

1
kα
,

en utilisant la proposition 3.36 car 1
nα ⩾ 0 et

∑ 1
nα converge.

Proposition 3.39 (Formule de Stirling).

n! ∼
√

2πn
(
n

e

)n
.

Démonstration. Poser An = ln (n!)−
∫ n+ 1

2
1
2

ln t dt. Montrer que An−An−1 = O
(

1
n2

)
, et

en déduire queAn = L+O
(

1
n

)
, avec L ∈ R. En déduire alors que n! = K

√
n
(
n
e

)n (1 + O
(

1
n

))
,

où K ∈ R∗
+. Utiliser enfin des intégrales de Wallis pour montrer que K =

√
2π.
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Chapitre 4
Compléments sur les Séries Numériques

I Exemples de transformations d’Abel

Méthode 4.1 (Transformation d’Abel). (a, u) ∈
(
CN
)2

. On dispose d’informations sur
la série

∑
un et on souhaite étudier la série

∑
anun. On note σn =

∑n
k=0 uk. Une trans-

formation d’Abel consiste à écrire :
n∑
k=0

akuk =
n∑
k=0

ak (σk − σk−1)

=
n∑
k=0

akσk −
n−1∑
k=0

ak+1σk

=
n∑
k=0

σk (ak − ak+1) + σnan+1.

Cette réécriture peut faciliter l’étude de
∑
anun.

Application 4.2. (θ, α) ∈ R2.
(i) Si α ∈] − ∞, 0], alors

∑ einθ

nα diverge grossièrement.

(ii) Si α ∈]1,+∞[, alors
∑ einθ

nα est absolument convergente.

(iii) Si α ∈]0, 1] et θ ≡ 0 [2π], alors
∑ einθ

nα diverge.

(iv) Si α ∈]0, 1] et θ ̸≡ 0 [2π], alors
∑ einθ

nα est semi-convergente.

Démonstration. Seul le (iv) nécessite une démonstration. Pour cela, appliquer une trans-
formation d’Abel en remarquant que

∑n
k=0 e

ikθ = O(1).

Application 4.3. (a, u) ∈
(
RN
)2

. Si
∑
un converge, an −−−−−→

n→+∞
1 et

∑
|an+1 − an|

converge absolument, alors
∑
anun converge.

Démonstration. Poser rn =
∑∞
k=n uk, puis écrire :

n∑
k=0

akuk =
n∑
k=1

rk (ak − ak−1)︸ ︷︷ ︸
=o(|ak+1−ak|)

+a0r0 − anrn+1︸ ︷︷ ︸
=o(1)

.

.
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II Exemples d’études de séries alternées

Exemple 4.4. α ∈ R∗
+. On définit u ∈ RJ2,+∞J par :

∀n ∈ J2,+∞J, un = (−1)n

n+ (−1)n n
lnα n

.

Alors
∑
un converge ssi α > 1.

Démonstration. On a un ∼ (−1)n

n ; mais comme (−1)n

n ne garde pas un signe constant, la
proposition 3.20 ne permet pas de conclure. On poursuit donc le développement asymp-
totique de un :

un = (−1)n

n
− 1
n lnα n (1 + o(1)) .

On peut alors conclure :
∑
un converge ssi α > 1.

III Carrés sommables

Définition 4.5 (ℓ2 (N)). Pour K = R ou C, on note :

ℓ2 (N) =
{
u ∈ KN,

∑
|un|2 converge

}
.

Une suite u ∈ ℓ2 (N) est dite de carré sommable.

Remarque 4.6. u ∈ KN.
(i)

∑
|un| converge =⇒

∑
|un|2 converge.

(ii)
∑

|un|2 converge ≠⇒
∑
un converge.

(iii)
∑
un converge ≠⇒

∑
|un|2 converge.

Proposition 4.7. ℓ2 (N) est un sous-espace vectoriel de KN.

Démonstration. Cela repose sur l’inégalité |ab| ⩽ 1
2

(
|a|2 + |b|2

)
.

Notation 4.8. On définit un produit scalaire ⟨· | ·⟩ sur ℓ2 (N) par :

∀(u, v) ∈
(
ℓ2 (N)

)2
, ⟨u | v⟩ =

∞∑
n=0

unvn.

La norme hilbertienne ∥·∥2 associée à ⟨· | ·⟩ est donnée par :

∀u ∈ ℓ2 (N) , ∥u∥2 =

√√√√ ∞∑
n=0

u2
n.

Proposition 4.9 (Inégalité de Cauchy-Schwarz).

∀(u, v) ∈
(
ℓ2 (N)

)2
,

∣∣∣∣∣
∞∑
n=0

unvn

∣∣∣∣∣ ⩽
√√√√ ∞∑
n=0

u2
n ·

√√√√ ∞∑
n=0

v2
n.

17



CHAPITRE 4. COMPLÉMENTS SUR LES SÉRIES NUMÉRIQUES

IV Produits infinis

Définition 4.10 (Produit infini). u ∈ (C∗)N. On dit que le produit infini
∏
un converge

lorsque

∃L ∈ C∗,
n∏
k=0

uk −−−−−→
n→+∞

L.

On note alors ∞∏
n=0

un = L.

Dans le cas contraire, on dit que
∏
un diverge.

Proposition 4.11. u ∈ (C∗)N. Si
∏
un converge alors un −−−−−→

n→+∞
1.

Proposition 4.12. a ∈ (R+)N. Alors
∏

(1 + an) converge ssi
∑
an converge.

Application 4.13. Pour n ∈ N∗, on note pn le n-ième nombre premier. Alors
∑ 1

pn

diverge.

Démonstration. Supposer par l’absurde que
∑ 1

pn
converge. Poser Qn =

∏n
k=1

1
1− 1

pk

.

Montrer, en utilisant l’hypothèse
∑ 1

pn
converge, que Qn −−−−−→

n→+∞
L ∈ R∗

+. En remarquant

que Qn =
∏n
k=1

∑∞
j=0

(
1
pk

)j
, montrer que :

∀n ∈ N∗,
n∑
k=1

1
k
⩽ Qn ⩽ L.

C’est une contradiction puisque
∑ 1

n diverge.

Proposition 4.14. a ∈ (C∗)N. Si
∑
an converge absolument, alors

∏
(1 + an) converge.

Démonstration. Noter Pn =
∏n
k=1 (1 + ak), P̂n =

∏n
k=1 (1 + |ak|). Montrer d’abord que

P̂ converge et que P̂ ↗. Montrer ensuite, pour 1 ⩽ r ⩽ s, que :

|Ps − Pr| ⩽
∣∣∣P̂s − P̂r

∣∣∣ .
En déduire que P est de Cauchy, donc Pn −−−−−→

n→+∞
L ∈ C. Pour montrer que L ̸= 0, écrire

1
Pn

=
∏n
k=1 (1 + bk), avec |bk| ∼ |ak|, d’où par ce qui précède : 1

Pn
−−−−−→
n→+∞

M ∈ C. Comme
LM = 1, il vient L ̸= 0.

V Systèmes dynamiques réels

Définition 4.15 (Suite f -récurrente). f : A ⊂ R → R. u ∈ AN est dite f -récurrente
lorsque :

∀n ∈ N, un+1 = f (un) .

Pour a ∈ A, il existe au plus une suite f -récurrente u t.q. u0 = a. Si une telle suite existe,
elle sera notée â.

Proposition 4.16. f : A ⊂ R → R. u une suite f -récurrente. Si un −−−−−→
n→+∞

ω et f est C0

en ω alors ω est un point fixe de f .
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CHAPITRE 4. COMPLÉMENTS SUR LES SÉRIES NUMÉRIQUES

Vocabulaire 4.17. f : A ⊂ R → R. ω ∈ Å un point fixe de f t.q. f soit dérivable en ω.
(i) Si |f ′(ω)| > 1, alors ω est dit répulsif.
(ii) Si |f ′(ω)| = 1, alors ω est dit indifférent.
(iii) Si |f ′(ω)| < 1, alors ω est dit attractif.
(iv) Si |f ′(ω)| = 0, alors ω est dit super-attractif.

Proposition 4.18. f : A ⊂ R → R. u une suite f -récurrente de limite ω. Si ω est répulsif,
alors u stationne en ω.

Démonstration. Revenir à la définition de la dérivée comme limite de la pente et en
déduire l’existence de ρ > 0 t.q. ]ω − ρ, ω + ρ[⊂ A et :

∀x ∈]ω − ρ, ω + ρ[\{ω},
∣∣∣∣f(x) − ω

x− ω

∣∣∣∣ ⩾ 1.

Proposition 4.19. f : A ⊂ R → R. ω ∈ Å un point fixe attractif de f . Alors il existe
ρ > 0 t.q. ]ω − ρ, ω + ρ[⊂ A, â est bien définie pour tout a ∈]ω − ρ, ω + ρ[, et :

∀∆ ∈
]∣∣f ′(ω)

∣∣ , 1[ , ân = ω + O (∆n) .

Proposition 4.20. f : A ⊂ R → R. ω ∈ Å un point fixe attractif (non super-attractif) de
f . r > 0 t.q. [ω − r, ω + r] ⊂ A. u une suite f -récurrente de limite ω ne stationnant pas
en ω. On suppose que f est C∞ sur ]ω − r, ω + r[. Alors :

∃C ∈ R∗, un − ω ∼ C
(
f ′(ω)

)n
.

Démonstration. Soit n0 ∈ N t.q. ∀n ⩾ n0, un ∈ [ω − r, ω + r]. Pour n ⩾ n0, d’après le
théorème de Rolle, il existe ζn ∈ [ω, un] t.q.

un+1 − ω

un − ω
= f ′ (ζn) .

Or |ζn − ω| = O (|un − ω|) = O (∆n) pour tout ∆ ∈ ]|f ′(ω)| , 1[, d’après la proposition
4.19. Donc f ′ (ζn) = f ′(ω) + O (∆n). Poser ensuite vn = un−ω

(f ′(ω))n , et montrer que
∣∣∣vn+1
vn

∣∣∣ =
1 + O (∆n). En déduire que

∑
(ln |vn+1| − ln |vn|) converge, donc ln |vn| −−−−−→

n→+∞
L ∈ R.

En déduire que |vn| = eL + O (∆n), puis que vn ∼ ±eL.

Exemple 4.21. u une suite sin-récurrente t.q. u1 > 0. Alors :

un ∼
√

3
n
.

Démonstration. Montrer d’abord que un −−−−−→
n→+∞

0. On applique ensuite la méthode de
l’agrandissement : on recherche β ∈ R∗

+ t.q.

1
uβn+1

− 1
uβn

−−−−−→
n→+∞

ℓ ∈]0,+∞[.

Pour cela, montrer que 1
sinβ x

− 1
xβ ∼ β

6x
2−β. Ainsi, en prenant β = 2, 1

u2
n+1

− 1
u2

n
∼ 1

3 . En

déduire un ∼
√

3
n .
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CHAPITRE 4. COMPLÉMENTS SUR LES SÉRIES NUMÉRIQUES

VI Convergence commutative

Lemme 4.22. u ∈ (R+)N. σ ∈ SN. Alors
∑
un converge ssi

∑
uσ(n) converge. Dans ce

cas
∑∞
n=0 un =

∑∞
n=0 uσ(n).

Proposition 4.23. u ∈ RN t.q.
∑
un converge absolument. σ ∈ SN. Alors

∑
uσ(n)

converge absolument et :
∞∑
n=0

un =
∞∑
n=0

uσ(n).

Démonstration. Appliquer le lemme 4.22 à
∑

|un| pour montrer l’absolue convergence
de
∑
uσ(n). Écrire ensuite un comme somme de termes positifs : un = − (|un| − un)+ |un|.

Les séries
∑

(|un| − un) et
∑

|un| convergent ; appliquer le lemme 4.22 à ces séries pour
montrer l’égalité voulue.

Proposition 4.24. u ∈ RN. On suppose que
∑
un est semi-convergente. Alors :

(i) Soit ℓ ∈ R. Alors il existe σ ∈ SN t.q.
∑
uσ(n) converge et :

∞∑
n=0

uσ(n) = ℓ.

(ii) Soit I un intervalle fermé de R. Alors il existe σ ∈ SN t.q.

Λ

( n∑
k=0

uσ(k)

)
n∈N

 = I.

VII Numération

Proposition 4.25. b ∈ J2,+∞J. Pour tout n ∈ N∗, il existe un unique ν ∈ N et un unique
(ν + 1)-uplet (a0, · · · , aν) ∈ J0, bJν+1 avec aν ̸= 0 t.q.

n =
ν∑
k=0

akb
k.

Proposition 4.26. b ∈ J2,+∞J. Pour tout x ∈ [0, 1[, il existe une unique suite u ∈
J0, bJ(N∗) ne stationnant pas en (b− 1) t.q.

x =
∞∑
k=1

uk
bk
.

Cette écriture est appelée développement propre de x en base b.

Proposition 4.27. b ∈ J2,+∞J. x ∈ [0, 1[. Le développement propre de x en base b est
ultimement périodique (i.e. périodique à PCR) ssi x ∈ Q.
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Chapitre 5
Séries Entières à Usage Probabiliste

I Permutation des bornes supérieures

Proposition 5.1. I et J deux ensembles non vides. (xij)(i,j)∈I×J une famille d’éléments
de R. Alors dans R, on a :

sup
i∈I

(
sup
j∈J

xij

)
= sup

(i,j)∈I×J
xij = sup

j∈J

(
sup
i∈I

xij

)
.

Démonstration. Première étape. Noter que

∀(i0, j0) ∈ I × J, xi0j0 ⩽ sup
(i,j)∈I×J

xij .

Passer au sup sur j0 puis sur i0 pour obtenir supi∈I
(
supj∈J xij

)
⩽ sup(i,j)∈I×J xij .

Deuxième étape. Noter que

∀(i0, j0) ∈ I × J, xi0j0 ⩽ sup
j∈J

xi0j ⩽ sup
i∈I

(
sup
j∈J

xij

)
.

Passer au sup sur (i0, j0) pour en déduire supi∈I
(
supj∈J xij

)
⩾ sup(i,j)∈I×J xij .

Remarque 5.2. I et J deux ensembles non vides. (xij)(i,j)∈I×J une famille d’éléments
de R. Alors dans R, on a :

sup
i∈I

(
inf
j∈J

xij

)
⩽ inf

j∈J

(
sup
i∈I

xij

)
.

II Généralités sur les séries entières

Notation 5.3. a ∈ (R+)N. On notera

Ia =
{
x ∈ R+,

∑
anx

n converge
}
,

et Ra = sup Ia ∈ R.

Proposition 5.4. a ∈ (R+)N. Alors Ia = [0, Ra[ ou [0, Ra].
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CHAPITRE 5. SÉRIES ENTIÈRES À USAGE PROBABILISTE

Notation 5.5. a ∈ (R+)N. On définit :

φa : x ∈ Ia 7−→
∞∑
n=0

anx
n ∈ R+.

Remarque 5.6. a ∈ (R+)N. Si a stationne en 0, alors φa est polynomiale.

Proposition 5.7. a ∈ (R+)N, avec Ra > 0. Alors :
(i) φa est croissante.
(ii) φa est convexe.
(iii) φa est continue.

Démonstration. (i) et (ii). Écrire la croissance (resp. convexité) des fonctions x 7−→∑N
n=0 anx

n puis faire tendre N → +∞. (iii) φa étant convexe, elle est continue sur I̊a.
Continuité en 0. Soit u ∈ I̊a fixé. En notant A =

∑∞
n=1 anu

n−1, montrer que :

∀x ∈]0, u], |φa(x) − φa(0)| = x
∞∑
n=1

anx
n−1 ⩽ Ax.

En déduire lim0+ φa = φa(0). Continuité en Ra (siRa ∈ Ia). Par croissance de φa, limR−
a
φa

existe et, en permutant les sup, on obtient :

lim
R−

a

φa = sup
x∈[0,Ra[

φa(x) = sup
x∈[0,Ra[

(
sup
N∈N

N∑
n=0

anx
n

)

= sup
N∈N

(
sup

x∈[0,Ra[

N∑
n=0

anx
n

)
= sup

N∈N

N∑
n=0

anR
n
a = φa (Ra) .

Donc φa est continue en Ra.

Proposition 5.8. a ∈ (R+)N, avec Ra > 0. Si Ra ̸∈ Ia, alors

lim
R−

a

φa = +∞.

III Dérivabilité

Lemme 5.9. a ∈ (R+)N, avec Ra > 0. On définit b ∈ (R+)N par ∀n ∈ N, bn = (n+1)an+1.
Alors Rb = Ra.

Démonstration. Première étape : [0, Ra[ ⊂ [0, Rb]. Soit x ∈ [0, Ra[. On fixe y ∈ ]x,Ra[.
Alors :

(n+ 1)an+1x
n = (n+ 1)

(
x

y

)n
an+1y

n = o (an+1y
n) .

Or
∑
an+1y

n converge donc
∑

(n+ 1)an+1x
n converge, d’où x ∈ [0, Rb]. Deuxième étape :

[0, Rb[ ⊂ [0, Ra]. Soit x ∈ [0, Rb[. Alors anxn = o
(
nanx

n−1), et
∑
nanx

n−1 converge donc∑
anx

n converge, d’où x ∈ [0, Ra].

Proposition 5.10. a ∈ (R+)N, avec Ra > 0. Alors φa est dérivable sur [0, Ra[ et :

∀x ∈ [0, Ra[ , φ′
a(x) =

∞∑
n=0

(n+ 1)an+1x
n.
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CHAPITRE 5. SÉRIES ENTIÈRES À USAGE PROBABILISTE

Démonstration. On définit b ∈ (R+)N par ∀n ∈ N, bn = (n+1)an+1. On fixe x0 ∈ [0, Ra[.
Soit x ∈ [0, Ra[ \{x0} et ϱ =

∣∣∣φa(x)−φa(x0)
x−x0

− φb (x0)
∣∣∣. Montrer d’abord :

ϱ ⩽
∞∑
n=0

an+1

∣∣∣∣∣xn+1 − xn+1
0

x− x0
− (n+ 1)xn0

∣∣∣∣∣ .
Appliquer ensuite le théorème de Rolle, pour n ∈ N, pour obtenir l’existence de ζn ∈ ]x0, x[
tel que :

ϱ ⩽
∞∑
n=0

(n+ 1)an+1 |ζnn − xn0 | ⩽
∞∑
n=0

(n+ 1)an+1 |xn − xn0 | = |φb(x) − φb (x0)| .

La dérivabilité de φa en x0 découle alors de la continuité de φb en x0.

Corollaire 5.11. a ∈ (R+)N, avec Ra > 0. Alors φa est C∞ sur [0, Ra[ et :

∀q ∈ N, ∀x ∈ [0, Ra[ , φ(q)
a (x) =

∞∑
n=0

(n+ q)!
n! an+qx

n.

Proposition 5.12. a ∈ (R+)N, avec Ra > 0. On suppose que Ra ∈ Ia. Alors φa est
dérivable en Ra ssi

∑
(n+ 1)an+1R

n
a converge. Dans ce cas :

φ′
a (Ra) =

∞∑
n=0

(n+ 1)an+1R
n
a .

Démonstration. Soit p : x ∈ [0, Ra[ 7−→ φa(Ra)−φa(x)
Ra−x . Comme φa est convexe, p est

croissante. Et :

lim
R−

a

p = sup
x∈[0,Ra[

φa (Ra) − φa(x)
Ra − x

= sup
x∈[0,Ra[

(
sup
N∈N

N∑
n=0

an+1
Rn+1
a − xn+1

Ra − x

)

= sup
N∈N

(
sup

x∈[0,Ra[

N∑
n=0

an+1
Rn+1
a − xn+1

Ra − x

)
= sup

N∈N

N∑
n=0

(n+ 1)an+1R
n
a .
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Chapitre 6
Dénombrabilité

I Équipotence

Définition 6.1 (Fonction). A,B deux ensembles. On définit :

F(A,B) = {f ⊂ A×B, ∀a ∈ A, ∃!b ∈ B, (a, b) ∈ f} .

Les éléments de F(A,B) sont dits fonctions de A dans B. Si f ∈ F(A,B) et a ∈ A, on
note f(a) l’unique élément de B tel que (a, f(a)) ∈ f .

Définition 6.2. A,B deux ensembles.
(i) On dit que A est équipotent à B, et on note A ∼ B, lorsqu’il existe une bijection de

A dans B.
(ii) On dit que A s’injecte dans B, et on note A ↪→ B, lorsqu’il existe une injection de

A dans B.

Proposition 6.3. A,B deux ensembles. Alors il existe une injection de A dans B ssi il
existe une surjection de B dans A.

Théorème 6.4. A,B deux ensembles. Alors A ↪→ B ou B ↪→ A.

Théorème 6.5 (Théorème de Cantor-Bernstein). A,B deux ensembles. Si A ↪→ B et
B ↪→ A, alors A ∼ B.

Démonstration (Première méthode). Soit f : A → B et g : B → A deux injections.
Par commodité, on suppose A ∩ B = ∅. On appelle généalogie de x ∈ A ∪ B la suite des
antécédents successifs de x par f et g. On note A(∞) l’ensemble des a ∈ A admettant une
généalogie infinie, A(A) l’ensemble des a ∈ A dont la généalogie s’arrête dans A, et A(B)
l’ensemble des a ∈ A dont la généalogie s’arrête dans B. On définit B(∞), B(A) et B(B)
de manière analogue. On a alors A = A(∞) ⊔ A(A) ⊔ A(B), B = B(∞) ⊔ B(A) ⊔ B(B),
A(∞) ∼ B(∞), A(A) ∼ B(A) et A(B) ∼ B(B), ce qui permet de construire une bijection
de A dans B.

Démonstration (Deuxième méthode). Soit f : A → B et g : B → A deux injections. On
définit :

φ :
∣∣∣∣∣P(A) −→ P(A)

X 7−→ A\g (B\f(X))
.
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CHAPITRE 6. DÉNOMBRABILITÉ

Montrer que φ est croissante pour l’inclusion puis que φ admet un point fixe X0 (pour
cela, considérer ∆ = {X ∈ P(A), X ⊃ φ(X)}, montrer que ∆ est stable par intersection
quelconque, puis que ∆ admet un plus petit élément pour l’inclusion X0). On a alors
X0 ∼ f (X0) et B\f (X0) ∼ g (B\f (X0)) = A\X0, ce qui permet de construire une
bijection de A dans B.

Théorème 6.6 (Théorème de Cantor). E un ensemble. Alors P(E) ↪̸→ E.

Démonstration. Supposer par l’absurde qu’il existe une surjection s : E → P(E). Mon-
trer alors que {x ∈ E, x ̸∈ s(x)} ̸∈ s(E), ce qui est absurde.

II Ensembles finis

Définition 6.7 (Ensemble fini). A un ensemble. On dit que A est fini lorsqu’il existe
n ∈ N tel que A ∼ J1, nK. Si tel est le cas, n est unique, on l’appelle cardinal de A et on
le note |A|.

Lemme 6.8. X ⊂ N. Alors X est fini ssi X est majoré.

Proposition 6.9. A,B deux ensembles.
(i) On suppose que A ∼ B. Alors A est fini ssi B est fini. Dans ce cas, |A| = |B|.
(ii) On suppose que A ↪→ B. Si B est fini, alors A est fini. Dans ce cas, |A| ⩽ |B|.

Proposition 6.10. A1, · · · , Ap p ensembles finis.
(i)

∏p
k=1Ak est fini et |

∏n
k=1Ak| =

∏n
k=1 |Ak|.

(ii) A1
A2 est fini et

∣∣∣A1
A2
∣∣∣ = |A1||A2|.

(iii) P (A1) est fini et |P (A1)| = 2|A1|.

III Ensembles dénombrables

Définition 6.11 (Ensemble dénombrable). E un ensemble. On dit que E est dénombrable
lorsque E est fini ou E ∼ N.

Proposition 6.12. E,F deux ensembles tels que E ∼ F . Alors E est dénombrable ssi F
est dénombrable.

Lemme 6.13. Toute partie de N est dénombrable.

Proposition 6.14. Tout ensemble s’injectant dans un ensemble dénombrable est dénom-
brable.

Lemme 6.15. N × N est dénombrable.

Proposition 6.16. Tout produit fini d’ensembles dénombrables est dénombrable.

Proposition 6.17. Toute réunion dénombrable d’ensembles dénombrables est dénom-
brable.

Exemple 6.18. Z et Q sont dénombrables mais pas NN.

Exemple 6.19. f : R → R ↗. Alors le nombre de points de discontinuité de f est au
plus dénombrable.

Démonstration. Construire une injection de l’ensemble des points de discontinuité de f
dans Q en associant à chaque point de discontinuité ω un élément de Q∩]limω− f, limω+ f [.
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IV Non dénombrabilité de R

Lemme 6.20. {0, 1}N est non dénombrable.

Démonstration (Première méthode). Supposer par l’absurde qu’il existe une surjection
s : N → {0, 1}N. Construire alors u ∈ {0, 1}N t.q. ∀n ∈ N, un = 1 − (s(n))n. Montrer alors
que u ̸∈ s (N). C’est une contradiction.

Démonstration (Deuxième méthode). Montrer que {0, 1}N ∼ P(N) puis utiliser le théo-
rème 6.6 pour montrer que P(N) ↪̸→ N.

Proposition 6.21. R ∼ {0, 1}N.

Démonstration. Montrer d’abord R ∼ [0, 1[ puis utiliser les développements propres en
bases 2 et 3 pour obtenir [0, 1[↪→ {0, 1}N et {0, 1}N ↪→ [0, 1[.

Proposition 6.22. R est non dénombrable.

Lemme 6.23. X,Y, Z trois ensembles. Alors XY×Z ∼
(
XY

)Z
.

Proposition 6.24. C0 (R,R) ∼ R.

Démonstration. C0 (R,R) ↪→ RQ ∼
(
{0, 1}N

)N
∼ {0, 1}(N2) ∼ {0, 1}N ∼ R et R ↪→

C0 (R,R) donc R ∼ C0 (R,R).
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Chapitre 7
Familles Sommables

I Introduction

I.1 Familles

Définition 7.1 (Famille). E,Λ deux ensembles, Λ ̸= ∅. On appelle famille indexée par Λ
toute application a : Λ → E, qu’on notera alors (aλ)λ∈Λ.

Vocabulaire 7.2 (Famille finie ou dénombrable). Une famille (aλ)λ∈Λ est dite finie (resp.
dénombrable) lorsque Λ est fini (resp. dénombrable).

Vocabulaire 7.3 (Sous-famille). (aλ)λ∈Λ une famille d’éléments de E. Si K ⊂ Λ, alors
on dit que (aλ)λ∈K est une sous-famille de (aλ)λ∈Λ.

Vocabulaire 7.4 (Famille obtenue par réindexation). (aλ)λ∈Λ une famille d’éléments
de E. Si φ : L → Λ est une bijection, alors la famille

(
aφ(ℓ)

)
ℓ∈L

est dite obtenue par
réindexation à partir de (aλ)λ∈Λ.

I.2 Quelques mots sur R+

Notation 7.5. On se place dans R (c.f. définition 1.11) et on note

R+ = [0,+∞].

Proposition 7.6. Toute partie de R+ admet un sup dans R+.

Définition 7.7 (Convergence dans R+). u ∈
(
R+
)N

.
(i) On dit que un −−−−−→

n→+∞
ℓ ∈ R+ lorsque

∀ε > 0, ∃n0 ∈ N, ∀n ⩾ n0, |un − ℓ| ⩽ ε.

(ii) On dit que un −−−−−→
n→+∞

+∞ lorsque

∀M ∈ R+, ∃n0 ∈ N, ∀n ⩾ n0, un ⩾M.

Définition 7.8 (Séries dans R+). u ∈
(
R+
)N

. Alors on pose :

∞∑
n=0

un = lim
N→+∞

N∑
n=0

un.
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I.3 Borne supérieure d’une famille

Définition 7.9 (Borne supérieure d’une famille). (aλ)λ∈Λ une famille d’éléments de R+.
On définit :

sup
λ∈Λ

aλ = sup {aλ, λ ∈ Λ} .

Proposition 7.10. (aλ)λ∈Λ une famille d’éléments de R+. (Lδ)δ∈∆ une famille d’éléments
de P (Λ) telle que

⋃
δ∈∆ Lδ = Λ. Alors :

sup
λ∈Λ

aλ = sup
δ∈∆

(
sup
λ∈Lδ

aλ

)
.

Corollaire 7.11. (xij)(i,j)∈I×J une famille d’éléments de R+. Alors :

sup
i∈I

(
sup
j∈J

xij

)
= sup

(i,j)∈I×J
xij = sup

j∈J

(
sup
i∈I

xij

)
.

II Familles sommables de R+

II.1 Généralités

Remarque 7.12. Si (aλ)λ∈Λ est une famille finie d’éléments de R+, la notation
∑
λ∈Λ aλ

a bien un sens car l’addition est associative et commutative dans R+.

Notation 7.13. Si Λ est un ensemble, on note :

Pf(Λ) = {M ∈ P(Λ), M est fini} =
⋃
n∈N

Pn(Λ).

Définition 7.14 (Somme d’une famille dénombrable). (aλ)λ∈Λ une famille dénombrable
d’éléments de R+. On pose : ∑

λ∈Λ
aλ = sup

M∈Pf(Λ)

∑
λ∈M

aλ.

Proposition 7.15. (aλ)λ∈Λ, (bλ)λ∈Λ deux familles dénombrables d’éléments de R+.
(i) Si ∀λ ∈ Λ, 0 ⩽ aλ ⩽ bλ ⩽ +∞, alors

∑
λ∈Λ aλ ⩽

∑
λ∈Λ bλ.

(ii) Si L ⊂ Λ, alors
∑
ℓ∈L aℓ ⩽

∑
λ∈Λ aλ.

Proposition 7.16. (aλ)λ∈Λ une famille dénombrable d’éléments de R+. (In)n∈N une fa-
mille d’éléments de P(Λ) vérifiant :

(i) ∀n ∈ N, In ⊂ In+1,
(ii)

⋃
n∈N In = Λ.

Alors :
lim

n→+∞

∑
λ∈In

aλ =
∑
λ∈Λ

aλ.

Vocabulaire 7.17 (Exhaustion). Λ un ensemble dénombrable. On appelle exhaustion de
Λ toute suite (In)n∈N d’éléments de Pf(Λ) telle que :

(i) ∀n ∈ N, In ⊂ In+1,
(ii)

⋃
n∈N In = Λ.
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Proposition 7.18. Tout ensemble dénombrable admet une exhaustion.

Proposition 7.19. (aλ)λ∈Λ, (bλ)λ∈Λ deux familles dénombrables d’éléments de R+. t ∈
R∗

+. Alors : ∑
λ∈Λ

(aλ + bλ) =
∑
λ∈Λ

aλ +
∑
λ∈Λ

bλ, (i)

∑
λ∈Λ

(taλ) = t
∑
λ∈Λ

aλ. (ii)

II.2 Associativité

Lemme 7.20 (Lemme d’associativité). (aλ)λ∈Λ une famille dénombrable d’éléments de
R+. (Lδ)δ∈∆ une famille dénombrable d’éléments de P(Λ) vérifiant :

(i)
⋃
δ∈∆ Lδ = Λ.

(ii) ∀ (δ1, δ2) ∈ ∆2, δ1 ̸= δ2 =⇒ Lδ1 ∩ Lδ2 = ∅.
Alors : ∑

λ∈Λ
aλ =

∑
δ∈∆

∑
λ∈Lδ

aλ.

Démonstration. (⩽) Montrer que ∀M ∈ Pf(Λ),
∑
λ∈M aλ ⩽

∑
δ∈∆

∑
λ∈Lδ

aλ puis passer
au sup sur M . (⩾) Soit D ∈ Pf(∆). On suppose ∀δ ∈ D,

∑
λ∈Lδ

aλ < +∞, sinon l’inégalité
est claire. Soit ε > 0. Pour δ ∈ D, on choisit Mδ ∈ Pf (Lδ) t.q.∑

λ∈Lδ

aλ ⩽
ε

1 + |D|
+
∑
λ∈Mδ

aλ.

Il vient alors :∑
δ∈D

∑
λ∈Lδ

aλ ⩽ ε+
∑
δ∈D

∑
λ∈Mδ

aλ = ε+
∑

λ∈
⊔

δ∈D
Mδ

aλ ⩽ ε+
∑
λ∈Λ

aλ.

On en déduit
∑
δ∈∆

∑
λ∈Lδ

aλ ⩽
∑
λ∈Λ aλ.

Proposition 7.21. (aij)(i,j)∈I×J une famille dénombrable d’éléments de R+. Alors :∑
i∈I

∑
j∈J

aij =
∑
j∈J

∑
i∈I

aij .

Proposition 7.22. (ai)i∈I , (bj)j∈J deux familles dénombrables d’éléments de R+. Alors :

∑
(i,j)∈I×J

aibj =
(∑
i∈I

ai

)∑
j∈J

bj

 .
II.3 Lien avec les séries à terme général positif

Proposition 7.23. (an)n∈N une famille d’éléments de R+. Alors :

∑
n∈N

an =
∞∑
n=0

an.

Proposition 7.24. (apq)(p,q)∈N2 une famille d’éléments de R+. Alors :

∑
(p,q)∈N2

apq =
∞∑
n=0

∑
p+q=n

apq.
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III Familles sommables de réels

III.1 Généralités

Définition 7.25 (Famille sommable de réels positifs). a ∈ (R+)Λ dénombrable. On dit
que a est sommable lorsque ∑

λ∈Λ
aλ < +∞.

Définition 7.26 (Famille sommable de réels). a ∈ RΛ dénombrable. On dit que a est
sommable lorsque ∑

λ∈Λ
|aλ| < +∞.

Définition 7.27 (Somme d’une famille sommable). a ∈ RΛ sommable. I ∈ (Pf (Λ))N une
exhaustion de Λ. Alors la suite

(∑
λ∈In

aλ
)
n∈N converge vers une limite indépendante de

l’exhaustion choisie, et on pose : ∑
λ∈Λ

aλ = lim
n→+∞

∑
λ∈In

aλ.

Notation 7.28 (S1 (Λ,R)). Λ dénombrable. On note :

S1 (Λ,R) =

a ∈ RΛ,
∑
λ∈Λ

|aλ| < +∞

 .
Proposition 7.29. Λ dénombrable. Alors :

(i) S1 (Λ,R) est un sous-espace vectoriel de RΛ.
(ii) L’application a ∈ S1 (Λ,R) 7−→

∑
λ∈Λ aλ ∈ R est une forme linéaire.

Proposition 7.30. Toute sous-famille d’une famille sommable est sommable.

Lemme 7.31 (Lemme d’associativité). a ∈ RΛ sommable. L ∈ (P (Λ))∆ dénombrable
avec :

(i)
⋃
δ∈∆ Lδ = Λ.

(ii) ∀ (δ1, δ2) ∈ ∆2, δ1 ̸= δ2 =⇒ Lδ1 ∩ Lδ2 = ∅.
Alors : ∑

λ∈Λ
aλ =

∑
δ∈∆

∑
λ∈Lδ

aλ.

III.2 Lien avec les séries

Proposition 7.32. a ∈ RN. La famille a est sommable ssi
∑
an est absolument conver-

gente. Si tel est le cas, alors : ∑
n∈N

an =
∞∑
n=0

an.

Définition 7.33 (Produit de Cauchy). (a, b) ∈
(
RN
)2

. Le produit de Cauchy de a et b
est la suite c ∈ RN définie par :

∀n ∈ N, cn =
n∑
k=0

akbn−k =
∑

(i,j)∈N2

i+j=n

aibj .
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Proposition 7.34. (a, b) ∈
(
RN
)2

. On note c le produit de Cauchy de a et b. Si
∑
an et∑

bn convergent absolument alors
∑
cn converge absolument et :

∞∑
n=0

cn =
( ∞∑
n=0

an

)( ∞∑
n=0

bn

)
.

Théorème 7.35 (Théorème de permutation des sommes). a ∈ R(N2). On suppose que

∞∑
m=0

∞∑
n=0

|amn| < +∞.

Alors : ∞∑
m=0

∞∑
n=0

amn =
∞∑
n=0

∞∑
m=0

amn.

IV Familles sommables de complexes

Définition 7.36 (Famille sommable de complexes). a ∈ CΛ dénombrable. On dit que a
est sommable lorsque ∑

λ∈Λ
|aλ| < +∞.

Définition 7.37 (Somme d’une famille sommable). a ∈ CΛ sommable. I ∈ (Pf (Λ))N une
exhaustion de Λ. Alors la suite

(∑
λ∈In

aλ
)
n∈N converge vers une limite indépendante de

l’exhaustion choisie, et on pose : ∑
λ∈Λ

aλ = lim
n→+∞

∑
λ∈In

aλ.

Proposition 7.38. a ∈ CΛ dénombrable. Alors a est sommable ssi ℜ (a) et ℑ (a) sont
sommables. Et dans ce cas :∑

λ∈Λ
aλ =

∑
λ∈Λ

ℜ (aλ) + i
∑
λ∈Λ

ℑ (aλ) .

Notation 7.39 (S1 (Λ,C)). Λ dénombrable. On note :

S1 (Λ,C) =

a ∈ CΛ,
∑
λ∈Λ

|aλ| < +∞

 .
Proposition 7.40. Λ dénombrable. Alors :

(i) S1 (Λ,C) est un sous-espace vectoriel de CΛ.
(ii) L’application a ∈ S1 (Λ,C) 7−→

∑
λ∈Λ aλ ∈ C est une forme linéaire.

Remarque 7.41. On généralise aux familles sommables de complexes toutes les proposi-
tions de la section III.
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Chapitre 8
Espaces Probabilisables et Espaces
Probabilisés

I Espaces probabilisables

Définition 8.1 (Espace probabilisable). Ω un ensemble. On appelle tribu sur Ω tout
T ⊂ P(Ω) vérifiant :

(i) ∅ ∈ T .
(ii) ∀A ∈ T , A ∈ T .
(iii) ∀A ∈ T I dénombrable,

⋃
i∈I Ai ∈ T .

On dit alors que (Ω, T ) est un espace probabilisable. Les éléments de Ω sont dits issues
ou aléas, et les éléments de T sont dits événements.

Proposition 8.2. (Ω, T ) un espace probabilisable. Alors :

∀A ∈ T I dénombrable,
⋂
i∈I

Ai ∈ T .

II Opérations sur les tribus

Proposition 8.3. (Ω, T ) un espace probabilisable, U un ensemble, et X : U → Ω. On
pose :

TX =
{
X−1(V ), V ∈ T

}
.

Alors TX est une tribu sur U .

Définition 8.4 (Tribu engendrée). Ω un ensemble. S ⊂ P(Ω). On considère :

Θ = {T ⊂ P(Ω), T est une tribu sur Ω et T ⊃ S} .

Alors Θ admet un plus petit élément pour l’inclusion, appelé tribu engendrée par S, et
noté T (S).

Exemple 8.5. Ω un ensemble. S ⊂ P(Ω) une partition dénombrable de Ω. Alors :

T (S) =
{ ⋃
A∈M

A, M ⊂ S

}
.
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Définition 8.6 (Tribu produit). (Ω1, T1) , . . . , (Ωs, Ts) des espaces probabilisables. On ap-
pelle tribu produit sur Ω1 × · · · × Ωs la tribu

T
(

s⋃
i=1

{Ω1 × · · · × Ωi−1 ×Ai × Ωi+1 × · · · × Ωs, Ai ∈ Ti}
)
.

III Variables aléatoires

Définition 8.7 (Variable aléatoire). (Ω, T ) et (U ,S) deux espaces probabilisables. On dit
que X : Ω → U est une variable aléatoire lorsque :

∀V ∈ S, X−1 (V ) ∈ T .

Notation 8.8. (Ω, T ) et (U ,S) deux espaces probabilisables. X : Ω → U une variable
aléatoire. Alors, pour V ∈ S, l’événement X−1 (V ) sera noté (X ∈ V ).

IV Probabilités

Définition 8.9 (Probabilité). (Ω, T ) un espace probabilisable. On appelle probabilité sur
(Ω, T ) toute application P : T → [0, 1] avec :

(i) P(Ω) = 1.
(ii) Pour toute famille A ∈ T I dénombrable d’événements deux à deux disjoints :

P
(⊔
i∈I

Ai

)
=
∑
i∈I

P (Ai) .

On dit alors que (Ω, T ,P) est un espace probabilisé.

Proposition 8.10. (Ω, T ,P) un espace probabilisé. (A,B) ∈ T 2.
(i) P (∅) = 0.
(ii) A ∩B = ∅ =⇒ P (A ⊔B) = P(A) + P(B).
(iii) P (A\B) = P(A) − P (A ∩B).
(iv) A ⊂ B =⇒ P(A) ⩽ P(B).

Proposition 8.11. (Ω, T ,P) un espace probabilisé. A ∈ T N. On suppose que ∀n ∈ N, An ⊂
An+1. Alors :

P

⋃
n∈N

An

 = lim
n→+∞

P (An) .

Démonstration. La suite (P (An))n∈N est croissante et majorée par 1 donc converge vers
ℓ ∈ [0, 1]. Et :

P

⋃
n∈N

An

 = P

(A0) ⊔

⊔
n∈N

(An+1\An)


= P (A0) +

∞∑
n=0

(P (An+1) − P (An)) = ℓ.
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Corollaire 8.12. (Ω, T ,P) un espace probabilisé. A ∈ T N. On suppose que ∀n ∈ N, An ⊃
An+1. Alors :

P

⋂
n∈N

An

 = lim
n→+∞

P (An) .

V Loi d’une variable aléatoire

Notation 8.13. Dans tout le chapitre, (Ω, T ,P) est un espace probabilisé et (U ,S) est un
espace probabilisable.

Définition 8.14 (Loi de probabilité). X : Ω → U une variable aléatoire. On pose :

PX :
∣∣∣∣∣S −→ [0, 1]
V 7−→ P (X ∈ V )

.

Alors PX est une probabilité sur (U ,S), dite loi de probabilité de X.

Vocabulaire 8.15. X : Ω → U une variable aléatoire. Q une probabilité sur (U ,S). On
dit que X suit la loi Q, et on note X ↪→ Q, lorsque PX = Q.

Exemple 8.16 (Quelques lois classiques).
(i) Ω un ensemble fini non vide. On définit P sur (Ω,P (Ω)) par :

∀ω ∈ Ω, P ({ω}) = 1
|Ω|

.

P est dite loi uniforme sur Ω, et notée U (Ω).
(ii) p ∈ [0, 1]. On définit P sur ({0, 1},P ({0, 1})) par :

P ({0}) = 1 − p et P ({1}) = p.

P est dite loi de Bernoulli de paramètre p, et notée Be(p).
(iii) p ∈ [0, 1], n ∈ N∗. On définit P sur (J0, nK,P (J0, nK)) par :

∀k ∈ J0, nK, P ({k}) =
(
n

k

)
pk(1 − p)n−k.

P est dite loi binomiale de paramètres n, p, et notée B(n, p).
(iv) p ∈]0, 1[. On définit P sur (N∗,P (N∗)) par :

∀n ∈ N∗, P ({n}) = p(1 − p)n−1.

P est dite loi géométrique de paramètre p, et notée G(p).
(v) λ ∈ R∗

+. On définit P sur (N,P (N)) par :

∀n ∈ N, P ({n}) = λn

n! e
−λ.

P est dite loi de Poisson de paramètre λ, et notée P (λ).
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VI Probabilités conditionnelles
Vocabulaire 8.17. A ∈ T .

(i) On dit que A est presque certain lorsque P(A) = 1.
(ii) On dit que A est négligeable lorsque P(A) = 0.

Proposition 8.18. (A,B) ∈ T 2.
(i) Si A est presque certain alors P(A ∩B) = P(B).
(ii) Si A est négligeable alors P(A ∪B) = P(B).

Définition 8.19 (Probabilité conditionnelle). A ∈ T non négligeable. On définit :

P (· | A) :

∣∣∣∣∣∣∣
T −→ [0, 1]

B 7−→ P(A ∩B)
P(A)

.

Alors P (· | A) est une probabilité sur (Ω, T ), dite probabilité conditionnelle sachant A.

Proposition 8.20. (A,B) ∈ T 2 non négligeables. Alors :

P (A | B) = P(A)
P(B)P (B | A) .

Vocabulaire 8.21 (Système complet d’événements). On dit qu’une famille A ∈ T I est
un système complet d’événements (SCE) lorsque ∀(i, j) ∈ I2, i ̸= j ⇒ Ai ∩ Aj = ∅ et⊔
i∈I Ai = Ω.

Proposition 8.22. A ∈ T I un système complet d’événements non négligeables dénom-
brable. B ∈ T . Alors :

P(B) =
∑
i∈I

P (Ai)P (B | Ai) .

Proposition 8.23 (Formule de Bayes). A ∈ T I un système complet d’événements non
négligeables dénombrable. B ∈ T non négligeable. Alors :

∀j ∈ J1, nK, P (Aj | B) = P (Aj)P (B | Aj)∑
i∈I P (Ai)P (B | Ai)

.

VII Indépendance d’événements et de variables aléatoires

Définition 8.24 (Événements indépendants). (A,B) ∈ T 2. On dit que A et B sont
indépendants lorsque

P (A ∩B) = P(A)P(B).

Proposition 8.25. (A,B) ∈ T 2. A et B sont indépendants ssi A et B sont indépendants
ssi A et B sont indépendants.

Définition 8.26 (Événements mutuellement indépendants). (A1, . . . , Ap) ∈ T p. On dit
que A1, . . . , Ap sont mutuellement indépendants lorsque

∀J ⊂ J1, pK, P

⋂
j∈J

Aj

 =
∏
j∈J

P (Aj) .
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Proposition 8.27. (A1, . . . , Ap) ∈ T p. Si A1, . . . , Ap sont mutuellement indépendants,
alors A1, . . . , Ap sont deux à deux indépendants.

Notation 8.28. Pour ε ∈ {−1, 1} et A ∈ T , on note :

Aε =
{
A si ε = 1
A si ε = −1

.

Proposition 8.29. (A1, . . . , Ap) ∈ T p. Alors A1, . . . , Ap sont mutuellement indépendants
ssi

∀ (ε1, . . . , εp) ∈ {−1, 1}p, P
( p⋂
i=1

Aεi
i

)
=

p∏
i=1

P (Aεi
i ) .

Définition 8.30 (Variables aléatoires indépendantes). U1, . . . ,Un n ensembles. X1 : Ω →
U1, . . . , Xn : Ω → Un n variables aléatoires. On dit que X1, . . . , Xn sont mutuellement indé-
pendantes lorsque pour tout (V1, . . . , Vn) ∈

∏n
i=1 P (Ui), les événements (X1 ∈ V1) , . . . , (Xn ∈ Vn)

sont mutuellement indépendants dans (Ω, T ,P).

Proposition 8.31. U1, . . . ,Un n ensembles. X1 : Ω → U1, . . . , Xn : Ω → Un n variables
aléatoires. Alors X1, . . . , Xn sont mutuellement indépendantes ssi

∀ (V1, . . . , Vn) ∈
n∏
i=1

P (Ui) , P
(

n⋂
i=1

(Xi ∈ Vi)
)

=
n∏
i=1

P (Xi ∈ Vi) .

Proposition 8.32. U1, . . . ,Un,V1, . . . ,Vn 2n ensembles. X1 : Ω → U1, . . . , Xn : Ω → Un
n variables aléatoires mutuellement indépendantes. Alors :

(i) Pour tout I ⊂ J1, nK, les (Xi)i∈I sont mutuellement indépendantes.
(ii) Soit 0 = m0 < m1 < m2 < · · · < mt = n, soit Yk =

(
X1+mk−1 , . . . , Xmk

)
pour

k ∈ J1, tK. Alors Y1, . . . , Yt sont mutuellement indépendantes.
(iii) Pour i ∈ J1, nK, soit fi : Ui → Vi. Alors (f1 ◦X1) , . . . , (fn ◦Xn) sont mutuellement

indépendantes.

Exemple 8.33. Soit X1, . . . , Xn n variables aléatoires indépendantes suivant la loi Be(p).
Alors :

n∑
i=1

Xi ↪→ B(n, p).
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Chapitre 9
Variables Aléatoires Discrètes

Notation 9.1. Dans tout le chapitre, (Ω, T ,P) est un espace probabilisé et (U ,P (U)) est
un espace probabilisable.

I Introduction aux variables aléatoires discrètes

I.1 Variables aléatoires qui ne prennent qu’un nombre fini de valeurs

Proposition 9.2. X : Ω → U une application, avec X(Ω) fini. S’équivalent :
(i) X est une variable aléatoire de (Ω, T ) dans (U ,P (U)).
(ii) ∀u ∈ U , X−1 ({u}) ∈ T .

Proposition 9.3. X : Ω → U une variable aléatoire, avec X(Ω) fini. Alors :

∀A ∈ P(U), P (X ∈ A) =
∑

a∈A∩X(Ω)
P (X = a) .

Définition 9.4 (Espérance). X : Ω → R une variable aléatoire (on considère (R,P (R))
comme espace probabilisable), avec X(Ω) fini. Alors l’espérance de X est par définition :

E(X) =
∑

a∈X(Ω)
aP (X = a) .

Exemple 9.5.
(i) F ∈ Pf (R) \ {∅}. Si X ↪→ U(F ), alors E(X) = 1

|F |
∑
x∈F x.

(ii) p ∈ [0, 1]. Si X ↪→ Be(p), alors E(X) = p.
(iii) p ∈ [0, 1], n ∈ N∗. Si X ↪→ B(n, p), alors E(X) = np.

Lemme 9.6. X : Ω → R une variable aléatoire, avec X(Ω) fini. A ∈ T Λ un système
complet d’événements dénombrable t.q. ∀λ ∈ Λ, X|Aλ

est constante. On pose, pour λ ∈ Λ,
φλ = X|Aλ

∈ R. Alors :
E(X) =

∑
λ∈Λ

φλP (Aλ) .

Proposition 9.7. On pose V l’ensemble des X ∈ RΩ tels que X(Ω) est fini et X est une
variable aléatoire de (Ω, T ,P) dans (R,P (R)). Alors :

(i) V est un sous-espace vectoriel de RΩ.
(ii) L’espérance E : V → R est une forme linéaire.
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I.2 Variables aléatoires discrètes

Définition 9.8 (Variable aléatoire discrète). Une variable aléatoire X : Ω → U est dite
discrète lorsque X(Ω) est dénombrable.

Proposition 9.9. X : Ω → U une application, avec X(Ω) dénombrable. S’équivalent :
(i) X est une variable aléatoire discrète de (Ω, T ) dans (U ,P (U)).
(ii) ∀u ∈ U , X−1 ({u}) ∈ T .

Proposition 9.10. X : Ω → U une variable aléatoire discrète. Alors :

∀A ∈ P(U), P (X ∈ A) =
∑

a∈A∩X(Ω)
P (X = a) .

II Génie fonctionnel
Proposition 9.11. X : Ω → U une variable aléatoire discrète, f : U → V une application.
Alors f ◦X est une variable aléatoire discrète de (Ω, T ) dans (V,P (V)).

Proposition 9.12. X1 : Ω → U1, . . . , Xn : Ω → Un n applications. On pose :

X :
∣∣∣∣∣Ω −→ U1 × · · · × Un
ω 7−→ (X1(ω), . . . , Xn(ω))

.

S’équivalent :
(i) X est une variable aléatoire discrète de (Ω, T ) dans (

∏n
i=1 Ui,P (

∏n
i=1 Ui)).

(ii) Pour tout i ∈ J1, nK, Xi est une variable aléatoire discrète de (Ω, T ) dans (Ui,P (Ui)).

III Variables aléatoires discrètes réelles positives

Définition 9.13 (Espérance). X : Ω → R+ une variable aléatoire discrète. On définit
l’espérance de X par :

E(X) =
∑

a∈X(Ω)
aP (X = a) ∈ R+.

On dit que X admet une espérance finie lorsque E(X) < +∞, sinon on dit que l’espérance
de X est infinie.

Exemple 9.14.
(i) p ∈]0, 1[. Si X ↪→ G(p), alors E(X) = 1

p .
(ii) λ ∈ R∗

+. Si X ↪→ P(λ), alors E(X) = λ.

Lemme 9.15. X : Ω → R+ une variable aléatoire discrète. A ∈ T Λ un système complet
d’événements dénombrable t.q. ∀λ ∈ Λ, X|Aλ

est constante. On pose, pour λ ∈ Λ, φλ =
X|Aλ

∈ R. Alors :
E(X) =

∑
λ∈Λ

φλP (Aλ) .

Proposition 9.16. X : Ω → R+ une variable aléatoire discrète. S’équivalent :
(i) E(X) < +∞.
(ii) Il existe un système complet d’événements dénombrable A ∈ T Λ t.q. ∀λ ∈ Λ, X|Aλ

=
φλ ∈ R et

∑
λ∈Λ φλP (Aλ) < +∞.
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(iii) Pour tout système complet d’événements dénombrable A ∈ T Λ t.q. ∀λ ∈ Λ, X|Aλ
=

φλ ∈ R, on a
∑
λ∈Λ φλP (Aλ) < +∞.

Proposition 9.17. X,Y : Ω → R+ deux variables aléatoires discrètes, λ ∈ R∗
+.

(i) E (X + Y ) = E(X) + E(Y ).
(ii) E (λX) = λE(X).
(iii) Si 0 ⩽ X ⩽ Y , alors E(X) ⩽ E(Y ).

IV Variables aléatoires discrètes de signe quelconque

Définition 9.18 (Espérance). X : Ω → R une variable aléatoire. On dit que X est
d’espérance finie lorsque |X| admet une espérance finie. Si tel est le cas, on définit à bon
droit :

E(X) =
∑

a∈X(Ω)
aP(X = a) ∈ R.

Lemme 9.19. X : Ω → R une variable aléatoire discrète d’espérance finie. A ∈ T Λ un
système complet d’événements dénombrable t.q. ∀λ ∈ Λ, X|Aλ

est constante. On pose, pour
λ ∈ Λ, φλ = X|Aλ

∈ R. Alors la famille (φλP (Aλ))λ∈Λ est sommable et :

E(X) =
∑
λ∈Λ

φλP (Aλ) .

Proposition 9.20. On note M1 l’ensemble des variables aléatoires discrètes de (Ω, T ,P)
dans (R,P (R)) admettant une espérance finie.

(i) M1 est un sous-espace vectoriel de RΩ.
(ii) L’espérance E : M1 → R est une forme linéaire.

Proposition 9.21 (Formule de transfert). X : Ω → U une variable aléatoire discrète. f :
U → R une fonction. Alors f ◦X est d’espérance finie ssi la famille (f(a)P(X = a))a∈X(Ω)
est sommable. Si tel est le cas :

E(f ◦X) =
∑

a∈X(Ω)
f(a)P(X = a).

Proposition 9.22. (X,Y ) ∈ M2
1. Alors :

X ⩽ Y =⇒ E(X) ⩽ E(Y ).

Proposition 9.23 (Inégalité de Markov). X : Ω → R+ une variable aléatoire discrète. Si
X est d’espérance finie, alors :

∀λ ∈ R∗
+, P(X ⩾ λ) ⩽ E(X)

λ
.

Démonstration. Poser Y = 1(X⩾λ), et montrer que E(Y ) = P(X ⩾ λ) et que X ⩾
λY .
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V Moments d’une variable aléatoire discrète

V.1 Moment d’ordre k

Définition 9.24 (Moment d’ordre k). X : Ω → R une variable aléatoire discrète. On dit
que X possède un moment d’ordre k lorsque Xk est d’espérance finie.

Notation 9.25. On note Mk l’ensemble des variables aléatoires discrètes de (Ω, T ,P)
dans (R,P (R)) admettant un moment d’ordre k.

Proposition 9.26.
(i) Mk est un sous-espace vectoriel de RΩ.
(ii) Mk ⊃ Mk+1.

Proposition 9.27. X : Ω → R une variable aléatoire discrète.
(i) Si X est bornée, alors X ∈

⋂
k∈N∗ Mk.

(ii) Si X(Ω) est fini, alors X ∈
⋂
k∈N∗ Mk.

V.2 Moment d’ordre 2 et variance

Définition 9.28 (Variance). X ∈ M2. On définit la variance de X par :

V (X) = E
(
X2
)

− (E(X))2 .

Proposition 9.29. X ∈ M2.
(i) V (X) = E

(
(X − E(X))2

)
.

(ii) V (X) ⩾ 0.
(iii) ∀c ∈ R, V (X + c) = V (X).

Lemme 9.30. X ∈ M2. Si X est centrée, alors :

∀ε > 0, P (|X| ⩾ ε) ⩽ V (X)
ε2 .

Démonstration. P (|X| ⩾ ε) = E
(
1|X|⩾ε

)
= E

(
1X2⩾ε2

)
⩽ E

(
X2

ε2

)
= V (X)

ε2 .

Proposition 9.31 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev). X ∈ M2. Alors :

∀ε > 0, P (|X − E(X)| ⩾ ε) ⩽ V (X)
ε2 .

Proposition 9.32 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). (X,Y ) ∈ M2. Alors XY ∈ M1 et :

|E (XY )| ⩽
√
E (X2) ·

√
E (Y 2).

VI Variables aléatoires indépendantes

VI.1 Couples de variables aléatoires indépendantes

Proposition 9.33. X : Ω → U et Y : Ω → V deux variables aléatoires discrètes. S’équi-
valent :
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(i) X et Y sont indépendantes.
(ii) ∀(A,B) ∈ P (U) × P (V) , P ((X ∈ A) ∩ (Y ∈ B)) = P (X ∈ A)P (Y ∈ B).
(iii) ∀(u, v) ∈ U × V, P ((X = u) ∩ (Y = v)) = P (X = u)P (Y = v).

Vocabulaire 9.34. (X,Y ) ∈ M2
2. On dit que X et Y sont décorrélées lorsque

E(XY ) = E(X)E(Y ).

Proposition 9.35. (X,Y ) ∈ M2
2. Si X et Y sont mutuellement indépendantes alors X

et Y sont décorrélées.

Proposition 9.36. (X,Y ) ∈ M2
2. Si X et Y sont décorrélées, alors :

V (X + Y ) = V (X) + V (Y ).

VI.2 n-uplets de variables aléatoires indépendantes

Proposition 9.37. U1, . . . ,Un des ensembles. X1 : Ω → U1, . . . , Xn : Ω → Un n variables
aléatoires discrètes. S’équivalent :

(i) X1, . . . , Xn sont mutuellement indépendantes.
(ii) ∀ (A1, . . . , An) ∈

∏n
i=1 P (Ui) , les événements (X1 ∈ A1) , . . . , (Xn ∈ An) sont mu-

tuellement indépendants.
(iii) ∀ (u1, . . . , un) ∈

∏n
i=1 Ui, les événements (X1 = u1) , . . . , (Xn = un) sont mutuelle-

ment indépendants.

Proposition 9.38. U1, . . . ,Un,V1, . . . ,Vn 2n ensembles. X1 : Ω → U1, . . . , Xn : Ω → Un
n variables aléatoires mutuellement indépendantes. Alors :

(i) Pour tout I ⊂ J1, nK, les (Xi)i∈I sont mutuellement indépendantes.
(ii) Soit 0 = m0 < m1 < m2 < · · · < mt = n, soit Yk =

(
X1+mk−1 , . . . , Xmk

)
pour

k ∈ J1, tK. Alors Y1, . . . , Yt sont mutuellement indépendantes.
(iii) Pour i ∈ J1, nK, soit fi : Ui → Vi. Alors (f1 ◦X1) , . . . , (fn ◦Xn) sont mutuellement

indépendantes.

VI.3 Variance et indépendance

Proposition 9.39. (X1, . . . , Xn) ∈ Mn
2 . On suppose que X1, . . . , Xn sont mutuellement

indépendantes. Alors :

V

(
n∑
i=1

Xi

)
=

n∑
i=1

V (Xi) .

Proposition 9.40. (X1, . . . , Xn) ∈ Mn
2 . On suppose que X1, . . . , Xn sont mutuellement

indépendantes. Alors :

∀ε > 0, P
(∣∣∣∣∣
(

n∑
i=1

Xi

)
− E

(
n∑
i=1

Xi

)∣∣∣∣∣ ⩾ ε

)
⩽

1
ε2

n∑
i=1

V (Xi) .

Corollaire 9.41. (X1, . . . , Xn) ∈ Mn
2 . On suppose que X1, . . . , Xn sont de même loi et

mutuellement indépendantes. On note µ = E (X1), V = V (X1). Alors :

∀ε > 0, P
(∣∣∣∣∣
(

1
n

n∑
i=1

Xi

)
− µ

∣∣∣∣∣ ⩾ ε

)
⩽

V

nε2 .
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VI.4 Suites de variables aléatoires indépendantes

Définition 9.42 (Suite de variables aléatoires indépendantes). Pour n ∈ N, soit Xn :
Ω → Un une variable aléatoire. On dit que les (Xn)n∈N sont mutuellement indépendantes
lorsque, pour tout n ∈ N, X0, . . . , Xn sont mutuellement indépendantes.

Proposition 9.43. Pour n ∈ N, soit Xn : Ω → Un une variable aléatoire. Alors les
(Xn)n∈N sont mutuellement indépendantes ssi, pour tout F ∈ Pf (N), les (Xn)n∈F sont
mutuellement indépendantes.

VII Fonctions génératrices

VII.1 Généralités

Définition 9.44 (Fonction génératrice). X : Ω → N une variable aléatoire. On appelle
fonction génératrice de X la fonction

GX : t ∈ [0, 1] 7−→ E
(
tX
)

=
∞∑
n=0

tnP (X = n) .

Proposition 9.45. X : Ω → N une variable aléatoire. Alors :
(i) GX est croissante, convexe et continue sur [0, 1].
(ii) GX est C∞ sur [0, 1[.
(iii) La loi de X est caractérisée par GX :

∀n ∈ N, P(X = n) = G(n)
X (0)
n! .

Proposition 9.46. X : Ω → N une variable aléatoire. Alors X ∈ M1 ssi GX est dérivable
en 1. Si tel est le cas :

E(X) = G′
X(1).

Proposition 9.47. X : Ω → N une variable aléatoire. Alors X ∈ M2 ssi GX est deux fois
dérivable en 1. Si tel est le cas :

V (X) = G′′
X(1) + G′

X(1) − G′
X(1)2.

VII.2 Fonctions génératrices et indépendance

Proposition 9.48. X,Y : Ω → N deux variables aléatoires. Si X et Y sont mutuellement
indépendantes, alors :

GX+Y = GXGY .

Corollaire 9.49. X1, . . . , Xn : Ω → N n variables aléatoires. Si X1, . . . , Xn sont mutuel-
lement indépendantes, alors :

GX1+···+Xn = GX1 · · · GXn .

Exemple 9.50.
(i) p ∈ [0, 1]. Si X ↪→ Be(p), alors :

∀t ∈ [0, 1], GX(t) = (1 − p) + pt.
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(ii) p ∈ [0, 1], n ∈ N∗. Si X ↪→ B(n, p), alors :

∀t ∈ [0, 1], GX(t) = ((1 − p) + pt)n .

(iii) p ∈]0, 1[. Si X ↪→ G(p), alors :

∀t ∈ [0, 1], GX(t) = pt

1 − (1 − p)t .

(iv) λ ∈ R∗
+. Si X ↪→ P(λ), alors :

∀t ∈ [0, 1], GX(t) = eλ(t−1).

VII.3 Étude d’un exemple

Application 9.51. X,N : Ω → N deux variables aléatoires. (Xn)n∈N∗ une suite de va-
riables aléatoires à valeurs dans N avec :

(i) N,X1, . . . , Xn, . . . sont mutuellement indépendantes.
(ii) Pour tout n ∈ N∗, Xn suit la loi de X.

On pose :

S =
N∑
i=1

Xi,

i.e. ∀ω ∈ Ω, S(ω) =
∑N(ω)
i=1 Xi(ω). Alors :

(i) GS = GN ◦ GX .
(ii) Si X ∈ M1 et N ∈ M1, alors S ∈ M1 et :

E(S) = E(N)E(X).

(iii) Si X ∈ M2 et N ∈ M2, alors S ∈ M2 et :

V (S) = E(X)2V (N) + E(N)V (X).

Démonstration. (i) Montrer d’abord que

∀k ∈ N, P(S = k) =
∞∑
n=0

P (X1 + · · · +Xn = k)P (N = n) ,

puis injecter cette expression dans la définition de GS(t) et intervertir les sommes. (ii) et
(iii) Utiliser (i).
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Chapitre 10
Suites de Variables Aléatoires

Notation 10.1. Dans tout le chapitre, (Ω, T ,P) est un espace probabilisé.

I Lemme de Borel-Cantelli

Lemme 10.2 (Lemme de Borel-Cantelli). A ∈ T N une suite d’événements. On note E
l’événement : “parmi les An, une infinité sont réalisés”. Autrement dit :

E =
⋂
n∈N

⋃
p⩾n

Ap.

On suppose que
∑

P (An) converge. Alors P(E) = 0.
Démonstration. D’après le corollaire 8.12, on a :

P(E) = lim
n→+∞

P

⋃
p⩾n

Ap

 ⩽ lim
n→+∞

∞∑
p=n

P (Ap) = 0.

Proposition 10.3. A ∈ T N une suite d’événements. On note E l’événement : “parmi
les An, une infinité sont réalisés”. On suppose que les (An)n∈N sont indépendants. On a
alors :

(i) Si
∑

P (An) converge, alors P(E) = 0.
(ii) Si

∑
P (An) diverge, alors P(E) = 1.

Démonstration. (i) Utiliser le lemme 10.2. (ii) Écrire :

P(E) = lim
n→+∞

(
lim

N→+∞
P
(

N⋃
p=n

Ap

))

= lim
n→+∞

(
1 − lim

N→+∞

N∏
p=n

(1 − P (Ap))
)

⩾ lim
n→+∞

(
1 − lim

N→+∞

N∏
p=n

exp (−P (Ap))
)

= lim
n→+∞

(
1 − lim

N→+∞

[
exp

(
−

N∑
p=n

P (Ap)
)])

= 1.
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II Convergence de suites de variables aléatoires

Lemme 10.4. (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires réelles, λ ∈ R.

(i)
(
Xn −−−−−→

n→+∞
λ

)
est un événement.

(ii)
(
(Xn)n∈N converge

)
est un événement.

Démonstration. (i) Écrire :(
Xn −−−−−→

n→+∞
λ

)
=

⋂
α∈N∗

⋃
n0∈N

⋂
n⩾n0

(
|Xn − λ| ⩽ 1

α

)
.

(ii) Utiliser le théorème 1.52 pour écrire :

(
(Xn)n∈N converge

)
=

⋂
α∈N∗

⋃
n0∈N

⋂
p⩾n0

⋂
q⩾n0

(
|Xp −Xq| ⩽

1
α

)
.

Définition 10.5 (Convergence en probabilité, convergence presque-sûre). (Xn)n∈N une
suite de variables aléatoires réelles, λ ∈ R.

(i) On dit que (Xn)n∈N converge en probabilité vers λ, et on note

Xn
P−−−−−→

n→+∞
λ,

lorsque :
∀ε > 0, P (|Xn − λ| ⩾ ε) −−−−−→

n→+∞
0.

(ii) On dit que (Xn)n∈N converge presque-sûrement vers λ, et on note

Xn
p.s.−−−−−→

n→+∞
λ,

lorsque :
P
(
Xn −−−−−→

n→+∞
λ

)
= 1.

Proposition 10.6. (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires réelles discrètes. Alors :

(i)
(
E
(
X2
n

)
−−−−−→
n→+∞

0
)

=⇒
(
E (|Xn|) −−−−−→

n→+∞
0
)

.

(ii)
(
E (|Xn|) −−−−−→

n→+∞
0
)

=⇒
(
Xn

P−−−−−→
n→+∞

0
)

.

(iii) (
∑
E (|Xn|) converge) =⇒

(
Xn

p.s.−−−−−→
n→+∞

0
)

.

(iv)
(
Xn

p.s.−−−−−→
n→+∞

0
)

=⇒
(
Xn

P−−−−−→
n→+∞

0
)

.

Démonstration. (i) Utiliser l’inégalité de Cauchy-Schwarz (proposition 9.32). (ii) Utiliser
l’inégalité de Markov (proposition 9.23). (iii) En supposant que

∑
E (|Xn|) converge, on
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a :

P
(
Xn −−−−−→

n→+∞
0
)

= 1 − P

 ⋃
α∈N∗

⋂
n∈N

⋃
k⩾n

(
|Xk| ⩾

1
α

)
⩾ 1 −

∑
α∈N∗

P

⋂
n∈N

⋃
k⩾n

(
|Xk| ⩾

1
α

)
= 1 −

∑
α∈N∗

lim
n→+∞

P

⋃
k⩾n

(
|Xk| ⩾

1
α

)
⩾ 1 −

∑
α∈N∗

lim
n→+∞

∞∑
k=n

P
(

|Xk| ⩾
1
α

)

⩾ 1 −
∑
α∈N∗

lim
n→+∞

∞∑
k=n

αE (|Xk|) = 1.

(iv) On suppose que Xn
p.s.−−−−−→

n→+∞
0. Soit ε > 0. On a :

P (|Xn| ⩾ ε) ⩽ P

⋃
k⩾n

(|Xk| ⩾ ε)


−−−−−→
n→+∞

P

 ⋂
n∈N∗

⋃
k⩾n

(|Xk| ⩾ ε)


⩽ P

 ⋃
α∈N∗

⋂
n∈N∗

⋃
k⩾n

(
|Xk| ⩾

1
α

)
= 1 − P

(
Xn −−−−−→

n→+∞
0
)

= 0.

Exemple 10.7. (Xn)n∈N∗ une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes
t.q. ∀n ∈ N∗, Xn ↪→ U ({−1, 1}). Pour n ∈ N∗, on pose Sn =

∑n
k=1Xk. Alors :

(i) ∀n ∈ N, E
(
S2
n

)
= n.

(ii) (a) ∀n ∈ N, E (|S2n+2|) = E (|S2n+1|).
(b) ∀n ∈ N, E (|S2n+1|) = E (|S2n|) + P (S2n = 0).

(iii) ∀n ∈ N, P (S2n = 0) = 1
22n

(2n
n

)
.

(iv) E (|Sn|) ∼
√

2n
π .

III Loi des grands nombres

Théorème 10.8 (Loi faible des grands nombres). X ∈ M2. (Xn)n∈N∗ une suite de va-
riables aléatoires réelles discrètes indépendantes telles que, pour tout n ∈ N∗, Xn suit la
loi de X. Alors :

1
n

n∑
k=1

Xk
P−−−−−→

n→+∞
E(X).

Démonstration. Voir le corollaire 9.41.
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Théorème 10.9 (Loi forte des grands nombres). X ∈ M2. (Xn)n∈N∗ une suite de variables
aléatoires réelles discrètes indépendantes telles que, pour tout n ∈ N∗, Xn suit la loi de X.
Alors :

1
n

n∑
k=1

Xk
p.s.−−−−−→

n→+∞
E(X).

Démonstration (Cas oùX ∈ M4). On note Yn = 1
n

∑n
k=1Xk et Γ =

(
Yn −−−−−→

n→+∞
E(X)

)
.

En utilisant la proposition 8.11 et le corollaire 8.12, montrer que :

P
(
Γ
)

= lim
p→+∞

 lim
n0→+∞

P

 ⋃
n⩾n0

(
|Yn| ⩾ 1

p

)
⩽ lim

p→+∞

(
lim

n0→+∞

∞∑
n=n0

P
(

|Yn| ⩾ 1
p

))

= lim
p→+∞

(
lim

n0→+∞

∞∑
n=n0

P
(
Y 4
n ⩾

1
p4

))

⩽ lim
p→+∞

(
lim

n0→+∞

∞∑
n=n0

p4E
(
Y 4
n

))
.

Montrer alors que p4E
(
Y 4
n

)
= O

(
1
n2

)
, et en déduire que la série

∑
p4E

(
Y 4
n

)
converge, et

donc que P
(
Γ
)

= 0.

Démonstration (Cas où X ∈ M2). On se place dans le cas où E(X) = 0. On pose
µn = 1

n

∑n
k=1Xk. Soit ε > 0. Montrer d’abord que P (|µn2 | ⩾ ε) = O

(
1
n2

)
. Par le lemme

10.2, en déduire que (|µn2 | ⩾ ε) ne se produit presque-sûrement que pour un nombre fini
de valeurs de n, donc µn2

p.s.−−−−−→
n→+∞

0. Poser alors

Vn =
(n+1)2∑
k=n2+1

(µk − µn2)2 .

Montrer que E(Vn) = O
(

1
n2

)
. En déduire avec la proposition 10.6 que Vn

p.s.−−−−−→
n→+∞

0. Écrire
alors :

µN = µ⌊
√
N⌋2 +

(
µN − µ⌊

√
N⌋2

)
.

Or µ⌊
√
N⌋2

p.s.−−−−−→
N→+∞

0, et :

0 ⩽
(
µN − µ⌊

√
N⌋2

)2
⩽ V⌊

√
N⌋2

p.s.−−−−−→
N→+∞

0.

Donc µN
p.s.−−−−−→

N→+∞
0.

IV Convergence en loi

Notation 10.10. Dans cette section, ((Ωn, Tn,Pn))n∈N est une suite d’espaces probabili-
sés.
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CHAPITRE 10. SUITES DE VARIABLES ALÉATOIRES

Définition 10.11 (Convergence en loi). X : Ω → N une variable aléatoire. Pour n ∈ N,
soit Xn : Ωn → N une variable aléatoire. S’équivalent :

(i) ∀a ∈ N, Pn (Xn = a) −−−−−→
n→+∞

P (X = a),

(ii) ∀A ∈ P (N) , Pn (Xn ∈ A) −−−−−→
n→+∞

P (X ∈ A).

On dit alors que Xn −−−−−→
n→+∞

X en loi.

Démonstration. (ii) ⇒ (i) Clair (i) ⇒ (ii) Soit A ∈ P (N). Pour n ∈ N, on pose un =
Pn (Xn ∈ A). Alors u ∈ [0, 1]N donc Λ(u) ̸= ∅ (d’après le théorème 1.43). Soit donc
λ ∈ Λ(u), soit φ extraction t.q. uφ(n) −−−−−→

n→+∞
λ. On a :

∀B ∈ Pf (A) , P (X ∈ B) =
∑
b∈B

P (X ∈ b) =
∑
b∈B

lim
n→+∞

Pφ(n) (Xφn = b)

= lim
n→+∞

Pφ(n)
(
Xφ(n) ∈ B

)
⩽ lim

n→+∞
Pφ(n)

(
Xφ(n) ∈ A

)
= λ.

Donc :
P (X ∈ A) = sup

B∈Pf(A)
P (X ∈ B) ⩽ λ.

En raisonnant de même avec A, on obtient P
(
X ∈ A

)
⩽ 1 − λ. Il vient λ = P (X ∈ A).

Donc P (X ∈ A) est la seule valeur d’adhérence de u, d’où un −−−−−→
n→+∞

P (X ∈ A) (c.f.
proposition 1.44).

Proposition 10.12. X : Ω → N une variable aléatoire. Pour n ∈ N, soit Xn : Ωn → N
une variable aléatoire. S’équivalent :

(i) Xn −−−−−→
n→+∞

X en loi.

(ii) ∀t ∈ [0, 1] , GXn (t) −−−−−→
n→+∞

GX(t).

Exemple 10.13. Soit λ ∈ R∗
+. Pour n ∈ J⌈λ⌉ ,+∞J, soit Xn ↪→ B

(
n, λn

)
. Soit X ↪→

P (λ). Alors Xn −−−−−→
n→+∞

X en loi.
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Chapitre 11
Espaces Métriques et Espaces Normés

I Notion de distance

Définition 11.1 (Distance). E un ensemble. On dit que d : E2 → R+ est une distance
lorsque les trois propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) Séparation : ∀(x, y) ∈ E2, d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y.
(ii) Symétrie : ∀(x, y) ∈ E2, d(x, y) = d(y, x).
(iii) Inégalité triangulaire : ∀(x, y, z) ∈ E3, d(x, z) ⩽ d(x, y) + d(y, z).

Dans ce cas, on dit que (E, d) est un espace métrique.

Définition 11.2 (Isométrie). (E, d) et (F, δ) deux espaces métriques. On dit qu’une bi-
jection φ : E → F est une isométrie lorsque :

∀(x, y) ∈ E2, d(x, y) = δ (φ(x), φ(y)) .

Définition 11.3 (Espace induit). (E, d) un espace métrique, X ⊂ E. Alors d|X2 est une
distance sur X, et l’espace métrique

(
X, d|X2

)
est dit espace induit par (E, d) sur X.

II Suites convergentes dans un espace métrique

Définition 11.4 (Convergence). (E, d) un espace métrique. u ∈ EN, ℓ ∈ E. On dit que
un −−−−−→

n→+∞
ℓ lorsque :

∀ε > 0, ∃n0 ∈ N, ∀n ⩾ n0, d (un, ℓ) ⩽ ε.

Proposition 11.5. (E, d) un espace métrique. u ∈ EN, ℓ ∈ E. Alors un −−−−−→
n→+∞

ℓ ssi
d (un, ℓ) −−−−−→

n→+∞
0.

Proposition 11.6. (E, d) un espace métrique. u ∈ EN, (ℓ, ℓ′) ∈ E2. Si un −−−−−→
n→+∞

ℓ et
un −−−−−→

n→+∞
ℓ′, alors ℓ = ℓ′.

Proposition 11.7 (Valeur d’adhérence). (E, d) un espace métrique. u ∈ EN. On appelle
valeur d’adhérence de u tout λ ∈ E tel qu’il existe une extractrice φ telle que uφ(n) −−−−−→

n→+∞
λ. On notera Λ(u) l’ensemble des valeurs d’adhérence de u.
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Exemple 11.8. E un ensemble. On muni E de la distance

d :
∣∣∣∣∣ E2 −→ R+

(x, y) 7−→ 1 − 1{x}(y)
.

u ∈ EN, ℓ ∈ E. Alors un −−−−−→
n→+∞

ℓ ssi u stationne en ℓ.

III Parties bornées d’un espace métrique

Définition 11.9 (Boules et sphères). (E, d) un espace métrique. ω ∈ E, r ∈ R∗
+. On

définit :
(i) Bo(ω, r) = {x ∈ E, d(x, ω) < r} (boule ouverte).
(ii) Bf (ω, r) = {x ∈ E, d(x, ω) ⩽ r} (boule fermée).
(iii) S(ω, r) = {x ∈ E, d(x, ω) = r} ( sphère).

Définition 11.10 (Partie bornée). (E, d) un espace métrique. A ⊂ E. S’équivalent :
(i) ∃ω ∈ E, ∃r > 0, Bf (ω, r) ⊃ A.
(ii) ∀ω ∈ E, ∃r > 0, Bf (ω, r) ⊃ A.

On dit alors que A est bornée.

Proposition 11.11. Toute réunion finie de parties bornées est bornée.

Proposition 11.12. (E, d) un espace métrique. A ⊂ E. Alors A est bornée ssi

∃M ∈ R+, ∀(x, y) ∈ A2, d(x, y) ⩽M.

Proposition 11.13. (E, d) un espace métrique. u ∈ EN. Si u converge, alors u est bornée
(i.e. {un, n ∈ N} est borné).

IV Définition d’un espace normé
Notation 11.14. Dans ce chapitre, on notera K = R ou C.

Définition 11.15 (Norme). E un K-espace vectoriel. On dit que N : E → R+ est une
K-norme lorsque les trois propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) Séparation : ∀x ∈ E\{0}, N(x) > 0.
(ii) Homogénéité : ∀x ∈ E, ∀λ ∈ K, N(λx) = |λ| · N(x).
(iii) Inégalité triangulaire : ∀(x, y) ∈ E2, N(x+ y) ⩽ N(x) + N(y).

Dans ce cas, on dit que (E,N) est un espace normé.

Proposition 11.16. (E, ∥·∥) un espace normé. Alors :

∀(u, v) ∈ E2, |∥u∥ − ∥v∥| ⩽ ∥u− v∥ .
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V Distance associée à une norme

Proposition 11.17. (E, ∥·∥) un espace normé. Alors l’application

d :
∣∣∣∣∣ E2 −→ R+

(x, y) 7−→ ∥x− y∥

est une distance sur E, donc E a une structure d’espace métrique.

Proposition 11.18. (E, ∥·∥) un espace normé. u ∈ EN, ℓ ∈ E. Alors :
(i) un −−−−−→

n→+∞
ℓ ⇐⇒ ∥un − ℓ∥ −−−−−→

n→+∞
0.

(ii) un −−−−−→
n→+∞

ℓ =⇒ ∥un∥ −−−−−→
n→+∞

∥ℓ∥.

Proposition 11.19. (E, ∥·∥) un espace normé. On pose :

V =
{
u ∈ EN, u converge

}
.

Alors :
(i) V est un sous-espace vectoriel de EN.

(ii) L’application L :

∣∣∣∣∣∣
V −→ E

u 7−→ lim
n→+∞

un
est linéaire.

(iii) L’ensemble KerL =
{
u ∈ EN, un −−−−−→

n→+∞
0
}

est un sous-espace vectoriel de V.

Définition 11.20 (Série dans un espace normé). (E, ∥·∥) un espace normé. u ∈ EN. On
dit que la série

∑
un converge lorsque la suite (

∑n
k=0 uk)n∈N converge. Si tel est le cas, on

pose :
∞∑
n=0

un = lim
n→+∞

n∑
k=0

uk.

VI Comparaison de normes
Proposition 11.21. E un K-espace vectoriel. N1 et N2 deux normes sur E. S’équivalent :

(i) ∃A ∈ R∗
+, ∀x ∈ E, N2(x) ⩽ AN1(x).

(ii) Toute partie de E bornée pour N1 est bornée pour N2.
(iii) Pour tout u ∈ EN, si un −−−−−→

n→+∞
0 au sens de N1, alors un −−−−−→

n→+∞
0 au sens de N2.

On dit alors que N1 est plus fine que N2.

Vocabulaire 11.22 (Normes équivalentes). Deux normes sont dites équivalentes lorsque
chacune est plus fine que l’autre.

Proposition 11.23. E un K-espace vectoriel. N1 et N2 deux normes sur E. S’équivalent :
(i) N1 et N2 sont équivalentes.
(ii) ∃(A,B) ∈

(
R∗

+
)2
, ∀x ∈ E, AN1(x) ⩽ N2(x) ⩽ BN1(x).

(iii) L’ensemble des parties de E bornées pour N1 est égal à l’ensemble des parties de E
bornées pour N2.
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(iv) L’ensemble des suites de E convergeant vers 0 au sens de N1 est égal à l’ensemble
des suites de E convergeant vers 0 au sens de N2.

(v) Pour ℓ ∈ E, l’ensemble des suites de E convergeant vers ℓ au sens de N1 est égal à
l’ensemble des suites de E convergeant vers ℓ au sens de N2.

Exemple 11.24. On se place dans E = C0 ([−2, 2],R). On pose

ψ : x ∈ [−2, 2] 7−→


−1 si x ∈ [−2,−1]
x si x ∈ [−1, 1]
1 si x ∈ [1, 2]

.

En utilisant le théorème de Weierstrass, il existe une suite P ∈ R[X]N t.q. ∥Pn − ψ∥∞ −−−−−→
n→+∞

0. On se place alors dans le sous-espace R[X], on définit deux normes N1 et N2 par :

N1 : Q ∈ R[X] 7−→ sup
[−2,−1]

|Q| et N2 : Q ∈ R[X] 7−→ sup
[1,2]

|Q|.

Alors Pn −−−−−→
n→+∞

−1 au sens de N1 et Pn −−−−−→
n→+∞

1 au sens de N2. Donc N1 et N2 ne
sont pas équivalentes.
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Chapitre 12
Topologie d’un Espace Métrique

Notation 12.1. Dans tout le chapitre, (E, d) est un espace métrique.

I Ouverts

I.1 Généralités

Définition 12.2 (Ouvert). On appelle ouvert de (E, d) tout Ω ⊂ E tel que :

∀ω ∈ Ω, ∃r > 0, Bo (ω, r) ⊂ Ω.

Proposition 12.3.
(i) ∅ et E sont des ouverts.
(ii) Une réunion quelconque d’ouverts est un ouvert.
(iii) Une intersection finie d’ouverts est un ouvert.

Proposition 12.4.
(i) Une boule ouverte est un ouvert.
(ii) Le complémentaire d’une boule fermée est un ouvert.

Proposition 12.5. Ω ⊂ E. Ω est un ouvert ssi Ω s’écrit comme réunion de boules ou-
vertes.

Démonstration. (⇒) Pour ω ∈ Ω, choisir rω > 0 t.q. Bo (ω, rω) ⊂ Ω. Écrire alors :

Ω =
⋃
ω∈Ω

Bo (ω, rω) .

I.2 Intérieur d’une partie

Définition 12.6 (Intérieur). A ⊂ E. On pose :

U(A) = {Ω ∈ P(E), Ω ⊂ A et Ω est un ouvert} .

Alors U(A) possède un plus grand élément (au sens de ⊂), appelé intérieur de A et noté
Å.
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Démonstration. Montrer que
⋃

Ω∈U(A) Ω = max U(A).

Proposition 12.7. A,B ⊂ E. Si A ⊂ B alors Å ⊂ B̊.
Proposition 12.8. A ⊂ E. Alors :

Å = {ω ∈ E, ∃r > 0, Bo(ω, r) ⊂ A} .

Proposition 12.9. (V, ∥·∥) un espace normé. ω ∈ V, r > 0. Alors :
◦︷ ︸︸ ︷

Bf (ω, r) = Bo(ω, r).

II Fermés

II.1 Généralités

Définition 12.10 (Fermé). F ⊂ E. On dit que F est un fermé lorsque E\F est un ouvert.
Proposition 12.11.

(i) ∅ et E sont des fermés.
(ii) Une intersection quelconque de fermés est un fermé.
(iii) Une réunion finie de fermés est un fermé.

Proposition 12.12.
(i) Une boule fermée est un fermé.
(ii) Le complémentaire d’une boule ouverte est un fermé.

Proposition 12.13. F ⊂ E. Alors F est un fermé ssi

∀u ∈ FN, ∀ℓ ∈ E, un −−−−−→
n→+∞

ℓ =⇒ ℓ ∈ F.

Corollaire 12.14. d1, d2 deux distances sur E. Si d1 et d2 sont équivalentes (i.e. d1 et d2
définissent la même notion de convergence), alors d1 et d2 définissent les mêmes fermés
(et donc les mêmes ouverts).

II.2 Adhérence d’une partie

Définition 12.15 (Adhérence). A ⊂ E. On pose :

F(A) = {F ∈ P(E), F ⊃ A et F est un fermé} .

Alors F(A) possède un plus petit élément (au sens de ⊂), appelé adhérence de A et noté
A.
Proposition 12.16. A ⊂ E. Alors :

E\A =
◦︷ ︸︸ ︷

(E\A) .

Proposition 12.17. A,B ⊂ E. Si A ⊂ B alors A ⊂ B.
Proposition 12.18. A ⊂ E, ω ∈ E. S’équivalent :

(i) ω ∈ A.
(ii) ∀ε > 0, ∃a ∈ A, d(a, ω) < ε.
(iii) ∃u ∈ AN, un −−−−−→

n→+∞
ω.

Proposition 12.19. (V, ∥·∥) un espace normé. ω ∈ V, r > 0. Alors :

Bo(ω, r) = Bf (ω, r).
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III Densité et séparabilité

Définition 12.20 (Partie dense). A ⊂ E. S’équivalent :
(i) A = E.
(ii) ∀x ∈ E, ∀ε > 0, ∃a ∈ A, d(x, a) < ε.
(iii) ∀x ∈ E, ∃u ∈ AN, un −−−−−→

n→+∞
x.

(iv) ∀Ω ouvert non vide de E, Ω ∩A ̸= ∅.
Si tel est le cas, on dit que A est dense dans E.

Définition 12.21 (Espace séparable). On dit que l’espace métrique (E, d) est séparable
lorsqu’il existe D ⊂ E dénombrable et dense dans E.

Proposition 12.22. Rd est séparable (car Qd est dénombrable et dense dans Rd).

Proposition 12.23. (a, b) ∈ R2, a < b. Alors C0 ([a, b],R) (muni de ∥·∥∞) est séparable.

Démonstration. On pose :

PR =
{
f ∈ C0 ([a, b],R) , ∃P ∈ R[X], ∀x ∈ [a, b], f(x) = P (x)

}
,

PQ =
{
f ∈ C0 ([a, b],R) , ∃P ∈ Q[X], ∀x ∈ [a, b], f(x) = P (x)

}
.

PR est dense dans C0 ([a, b],R) d’après le théorème de Weierstrass. En utilisant la densité
de Q dans R, en déduire que PQ est dense dans C0 ([a, b],R). Montrer de plus que PQ est
dénombrable (car PQ ∼ Q[X]).

IV Topologie induite

Vocabulaire 12.24 (Trace). X,A ⊂ E. On dit que A ∩X est la trace de A sur X.

Lemme 12.25. X ⊂ E. ω ∈ X, r > 0. On note δ = d|X2 . Alors :

B(X,δ)
o (ω, r) = X ∩ B(E,d)

o (ω, r) ,

où B(X,δ)
o (ω, r) (resp. B(E,d)

o (ω, r)) est la boule ouverte de centre ω et de rayon r au sens
de (X, δ) (resp. (E, d)).

Proposition 12.26. X ⊂ E.
(i) Les ouverts de

(
X, d|X2

)
sont les traces sur X des ouverts de (E, d).

(ii) Les fermés de
(
X, d|X2

)
sont les traces sur X des fermés de (E, d).

Proposition 12.27. X ⊂ E.
(i) Si X est un ouvert, alors les ouverts de

(
X, d|X2

)
sont les ouverts de (E, d) qui sont

inclus dans X.
(ii) Si X est un fermé, alors les fermés de

(
X, d|X2

)
sont les fermés de (E, d) qui sont

inclus dans X.
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V Notion de voisinage

Définition 12.28 (Voisinage). a ∈ E, V ⊂ E. On dit que V est un voisinage de a lorsque :

∃r > 0, Bo (a, r) ⊂ V.

On note V(a) l’ensemble des voisinages de a.

Proposition 12.29. a ∈ E.
(i) Si V ∈ V(a) et W ⊃ V , alors W ∈ V(a).
(ii) Si (V1, . . . , Vn) ∈ V(a)n, alors

⋂n
k=1 Vk ∈ V(a).

Proposition 12.30.
(i) Ω ⊂ E. Alors Ω est ouvert ssi ∀ω ∈ Ω, Ω ∈ V(ω).
(ii) A ⊂ E. Alors Å = {ω ∈ E, A ∈ V(ω)}.
(iii) A ⊂ E. Alors A = {ω ∈ E, ∀V ∈ V(ω), V ∩A ̸= ∅}.
(iv) u ∈ EN, ℓ ∈ E. Alors un −−−−−→

n→+∞
ℓ ssi

∀V ∈ V(ℓ), ∃n0 ∈ N, ∀n ⩾ n0, un ∈ V.
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Chapitre 13
Continuité

Notation 13.1. Dans tout le chapitre, (E, d), (F, δ) et (G, d) sont des espaces métriques,
et (V, ∥·∥) est un espace normé.

I Limite

Définition 13.2 (Limite). f : A ⊂ E → F . ω ∈ A, ℓ ∈ F . On dit que ℓ est une limite de
f en ω lorsque :

∀ε > 0, ∃η > 0, ∀x ∈ A, d(x, ω) ⩽ η =⇒ δ (f(x), ℓ) ⩽ ε.

Proposition 13.3. f : A ⊂ E → F . ω ∈ A, ℓ ∈ F . S’équivalent :
(i) ℓ est une limite de f en ω.
(ii) ∀u ∈ AN, un −−−−−→

n→+∞
ω =⇒ f(un) −−−−−→

n→+∞
ℓ.

Proposition 13.4. f : A ⊂ E → F . ω ∈ A. Si f possède une limite ℓ en ω, alors celle-ci
est unique. On note alors :

lim
ω
f = ℓ.

Proposition 13.5. f : A ⊂ E → F . ω ∈ A. Si limω f existe, alors limω f ∈ f(A).

Proposition 13.6. f : A ⊂ E → F . B ⊂ A, ω ∈ B. Si limω f existe, alors limω f|B existe
et :

lim
ω
f = lim

ω
f|B .

Proposition 13.7. f : A ⊂ E → F , g : B ⊂ F → G, avec f(A) ⊂ B. ω ∈ A. On suppose
que f admet une limite en ω, et on note ℓ = limω f . On suppose de plus que g admet une
limite en ℓ (cela a un sens car ℓ ∈ f(A) ⊂ B). Alors :

lim
ω

(g ◦ f) = lim
ℓ
g.

Proposition 13.8. f : A ⊂ E → F . ω ∈ A, ℓ ∈ F . Alors ℓ est limite de f en ω ssi

∀V ∈ V(ℓ), ∃W ∈ V(ω), f(W ∩A) ⊂ V.

57



CHAPITRE 13. CONTINUITÉ

II Continuité en un point

Définition 13.9 (Continuité en un point). f : E → F , ω ∈ E. On dit que f est continue
en ω lorsque limω f existe.

Proposition 13.10. f : E → F , ω ∈ E. S’équivalent :
(i) f est continue en ω.
(ii) ∀ε > 0, ∃η > 0, ∀x ∈ E, d(x, ω) ⩽ η =⇒ δ (f(x), f(ω)) ⩽ ε.
(iii) ∀u ∈ EN, un −−−−−→

n→+∞
ω =⇒ f (un) −−−−−→

n→+∞
f(ω).

(iv) ∀V ∈ V (f(ω)) , ∃W ∈ V(ω), f(W ) ⊂ V .
(v) ∀V ∈ V (f(ω)) , f−1(V ) ∈ V(ω).

Définition 13.11 (Frontière). A ⊂ E. On appelle frontière de A l’ensemble :

Fr(A) = A\Å.

Proposition 13.12. A ⊂ E.
(i) Fr(A) = {ω ∈ E, ∀ε > 0, Bo(ω, ε) ∩A ̸= ∅ et Bo(ω, ε) ∩ (E\A) ̸= ∅}.
(ii) Fr(A) = A ∩ (E\A).
(iii) Fr(E\A) = Fr(A).
(iv) Fr(A) est un fermé.

Exemple 13.13. A ⊂ E. Alors l’ensemble des points de continuité de la fonction 1A :
E → R est E\ Fr(A).

Proposition 13.14. f : E → F , g : F → G. ω ∈ E. Si f est continue en ω et g est
continue en f(ω), alors (g ◦ f) est continue en ω.

Proposition 13.15. f : E → F . A ⊂ E, ω ∈ A. Si f est continue en ω, alors f|A est
continue en ω.

III Le miracle de la continuité

III.1 Caractérisation topologique de la continuité

Définition 13.16 (Continuité d’une fonction). f : E → F est dite continue si f est
continue en tout point de E. On notera C0 (E,F ) l’ensemble des fonctions continues de E
dans F .

Théorème 13.17. f : E → F . S’équivalent :
(i) f est continue.
(ii) Pour tout V ouvert de (F, δ), f−1(V ) est un ouvert de (E, d).
(iii) Pour tout Y fermé de (F, δ), f−1(Y ) est un fermé de (E, d).
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III.2 Fonctions lipschitziennes et höldériennes

Définition 13.18 (Fonction lipschitzienne). f : E → F . ρ ∈ R+. On dit que f est
ρ-lipschitzienne lorsque

∀(x, y) ∈ E2, δ (f(x), f(y)) ⩽ ρ · d(x, y).

Définition 13.19 (Fonction contractante). f : E → F . On dit que f est contractante
lorsqu’il existe ρ ∈ [0, 1[ t.q. f est ρ-lipschitzienne.
Proposition 13.20. Toute fonction lipschitzienne est continue.
Définition 13.21 (Fonction höldérienne). f : E → F . r ∈ R∗

+. On dit que f est r-
höldérienne lorsque

∃M ∈ R+, ∀(x, y) ∈ E2, δ (f(x), f(y)) ⩽M (d(x, y))r .

Proposition 13.22. Toute fonction höldérienne est continue.

III.3 Distance à une partie

Définition 13.23 (Distance à une partie). x ∈ E. A ⊂ E, A ̸= ∅. On définit :

d(x,A) = inf
a∈A

d(x, a).

Proposition 13.24. A ⊂ E, A ̸= ∅. La fonction DA :
∣∣∣∣∣E −→ R
x 7−→ d(x,A)

est 1-lipschitzienne

donc continue.
Démonstration. Soit (x, y) ∈ E2. Écrire

∀a ∈ A, DA(x) ⩽ d(x, a) ⩽ d(x, y) + d(y, a).

En passant à l’inf, en déduire DA(x) ⩽ d(x, y) + DA(y), i.e. DA(x) − DA(y) ⩽ d(x, y).
En permutant x et y, obtenir − (DA(x) −DA(y)) ⩽ d(x, y), d’où |DA(x) −DA(y)| ⩽
d(x, y).
Vocabulaire 13.25. x ∈ E. A ⊂ E, A ̸= ∅. On dit que d(x,A) est réalisée lorsqu’il
existe a ∈ A t.q. d(x, a) = d(x,A).
Proposition 13.26. A ⊂ E, A non fermé. Alors il existe x ∈ E t.q. d(x,A) n’est pas
réalisée.
Proposition 13.27. U un sous-espace vectoriel fermé de V. Alors (i) ou (ii) est vraie :

(i) ∀x ∈ V\U, d (x,U) est réalisée.
(ii) ∀x ∈ V\U, d (x,U) n’est pas réalisée.

De plus, (i) et (ii) sont effectifs.
Proposition 13.28. A ⊂ E, A ̸= ∅. Pour r > 0, on pose :

A(r) = {x ∈ E, d(x,A) < r} .

Alors :
A(r) =

⋃
a∈A

Bo(a, r).

Application 13.29. A,B ⊂ E. On suppose que A et B sont fermés et que A ∩ B = ∅.
Alors il existe U et V ouverts t.q. A ⊂ U , B ⊂ V et U ∩ V = ∅.
Démonstration. On définit : U = {x ∈ E, d(x,A) < d(x,B)}, puis V = {x ∈ E, d(x,B) < d(x,A)}.
Vérifier que U et V conviennent.
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IV Qu’est-ce qu’une propriété topologique ?

Définition 13.30 (Topologie d’un espace). La topologie de l’espace métrique (E, d) est
l’ensemble des ouverts de (E, d).

Vocabulaire 13.31 (Propriété purement topologique). Une propriété P d’un espace mé-
trique (E, d) est dite purement topologique si, pour toutes distances d1 et d2 définissant
la même topologie sur E, (E, d1) vérifie P ssi (E, d2) vérifie P.

Lemme 13.32. u ∈ EN, ℓ ∈ E. Alors un −−−−−→
n→+∞

ℓ ssi pour tout Ω ouvert de (E, d)
contenant ℓ, ∃n0 ∈ N, ∀n ⩾ n0, un ∈ Ω.

Exemple 13.33. A ⊂ E, u ∈ EN, ℓ ∈ E, f : E → F .
(i) La propriété “A est un ouvert de (E, d)” est purement topologique.
(ii) La propriété “A est un fermé de (E, d)” est purement topologique.
(iii) La propriété “un −−−−−→

n→+∞
ℓ” est purement topologique.

(iv) La propriété “f est continue” est purement topologique.
(v) La propriété “A est une partie bornée de (E, d)” n’est pas purement topologique.

Définition 13.34 (Homéomorphisme). On appelle homéomorphisme de (E, d) sur (F, δ)
toute bijection f : E → F t.q. f est continue et f−1 est continue. On dit alors que E et F
sont homéomorphes, et on note E ∼ F .

Proposition 13.35. ∼ est une relation d’équivalence entre les espaces métriques.

Proposition 13.36. f : E → F un homéomorphisme. Alors :

∀u ∈ EN, ∀ℓ ∈ E, un −−−−−→
n→+∞

ℓ ⇐⇒ f (un) −−−−−→
n→+∞

f(ℓ).

Proposition 13.37. f : E → F une bijection. S’équivalent :
(i) f est un homéomorphisme.
(ii) ∀V ∈ P(E), V est un ouvert de (E, d) ⇐⇒ f(V ) est un ouvert de (F, δ).
(iii) ∀Y ∈ P(E), Y est un fermé de (E, d) ⇐⇒ f(Y ) est un fermé de (F, δ).

Exemple 13.38. U n’est homéomorphe à aucune partie de R.

Démonstration. Soit par l’absurde A ⊂ R, φ : U → A un homéomorphisme. En notant
f : t ∈ R 7−→ φ

(
eit
)

∈ R, montrer que f est continue et que A = f ([0, 2π]), et en déduire
que A est un segment. Considérer alors l’application g : z ∈ U 7−→ −z ∈ U : g n’admet
aucun point fixe, et pourtant

(
φ ◦ g ◦ φ−1) est une fonction continue d’un segment sur

lui-même donc admet un point fixe. En déduire une contradiction.

Exemple 13.39. Pour tout z0 ∈ U, U\ {z0} est homéomorphe à R.

V Espace produit

Proposition 13.40. d1, d2 deux distances sur un ensemble E. Pour i ∈ J1, 2K, on note Ti
la topologie de (E, di) (i.e. l’ensemble des ouverts de (E, di)), et Ci =

{
(u, ℓ) ∈ EN × E, un −−−−−→

n→+∞
ℓ au sens de di

}
.

Alors :
T1 = T2 ⇐⇒ C1 = C2.
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Définition 13.41 (Distance compatible avec un produit). (E1, d1) , . . . , (Es, ds) s espaces
métriques. Une distance d sur E1 × · · · ×Es est dite (d1, . . . , ds)-compatible lorsque, pour
toute suite u ∈ (E1 × · · · × Es)N, et pour tout ℓ ∈ E1 × · · · × Es on a :

un −−−−−→
n→+∞

ℓ au sens de d ⇐⇒ ∀i ∈ J1, sK, un,i −−−−−→
n→+∞

ℓi au sens de di

Proposition 13.42. (E1, d1) , . . . , (Es, ds) s espaces métriques. Alors il existe des dis-
tances (d1, . . . , ds)-compatibles.

Proposition 13.43. (E1, d1) , . . . , (Es, ds) s espaces métriques. On munit E = E1 × · · · ×
Es d’une distance (d1, . . . , ds)-compatible.

(i) Pour i ∈ J1, sK, la fonction

πi :
∣∣∣∣∣E −→ Ei

x 7−→ xi

est continue.
(ii) Pour i ∈ J1, sK et a ∈ E, la fonction

si,a :
∣∣∣∣∣Ei −→ E

xi 7−→ (a1, . . . , ai−1, xi, ai+1, . . . , as)

est continue.

Proposition 13.44. (E, d) un espace métrique. On munit E × E d’une distance (d, d)-
compatible. Alors l’application d : E × E → R+ est continue.

Proposition 13.45. (X, d) un espace métrique. (E1, d1) , . . . , (Es, ds) s espaces métriques.
On munit E = E1 × · · · × Es d’une distance (d1, . . . , ds)-compatible. Pour i ∈ J1, sK, soit
fi : X → Ei, puis soit

f :
∣∣∣∣∣X −→ E

x 7−→ (f1(x), . . . , fs(x))
.

Alors f est continue ssi pour tout i ∈ J1, sK, fi est continue.

Définition 13.46 (Fonction séparément continue). (X, d) un espace métrique. (E1, d1) , . . . , (Es, ds)
s espaces métriques. On munit E = E1 × · · · × Es d’une distance (d1, . . . , ds)-compatible.
On considère f : E → X. Pour i ∈ J1, sK et a ∈ E, on définit :

fi,a = f ◦ si,a,

où si,a est définie dans la proposition 13.43. On dit que f est séparément continue lorsque
pour tout i ∈ J1, sK et pour tout a ∈ E, fi,a est continue.

Proposition 13.47. Toute fonction continue est séparément continue.

Proposition 13.48. Il existe des fonctions séparément continues mais pas continues.

Démonstration. Montrer que la fonction suivante est séparément continue mais pas
continue :

f : (x, y) ∈ R2 7−→
{

xy
x2+y2 si (x, y) ̸= (0, 0)
0 si (x, y) = (0, 0)

∈ R.
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VI Génie fonctionnel
Notation 13.49. Dans ce chapitre, on notera K = R ou C.

Proposition 13.50. Les fonctions ∥·∥ : V → R+, + : V2 → V et · : K × V → V sont
continues.

Corollaire 13.51. La fonction × : K2 → K est continue.

Proposition 13.52.
(i) C0 (E,V) est un sous-espace vectoriel de VE.
(ii) C0 (E,K) est une sous-algèbre de KE (i.e. c’est un sous-espace vectoriel de KE stable

par × et contenant 1).

Proposition 13.53. On note P (Kn,K) l’ensemble des fonctions polynomiales de Kn

dans K (autrement dit, P (Kn,K) est le sous-espace vectoriel de K(Kn) engendré par les
(x1, . . . , xn) ∈ Kn 7−→

∏n
i=1 x

αi
i , où (α1, . . . , αn) ∈ Nn). Alors :

P (Kn,K) ⊂ C0 (Kn,K) .

Remarque 13.54. Les résultats précédents peuvent être écrits en utilisant la continuité
en un point.

VII Continuité dans un espace induit
Proposition 13.55. f : E → F , X ⊂ E. Si f est continue en tout point de X, alors f|X
est continue.

Vocabulaire 13.56 (Recouvrement ouvert). On appelle recouvrement ouvert de (E, d)
toute famille (Ωi)i∈I d’ouverts de (E, d) t.q.⋃

i∈I
Ωi = E.

Proposition 13.57. (Ωi)i∈I un recouvrement ouvert de (E, d). f : E → F . S’équivalent :
(i) f est continue.
(ii) ∀i ∈ I, f|Ωi

est continue.

Proposition 13.58. (F1, . . . , Fp) un p-uplet de fermés de (E, d) t.q. E = F1 ∪ · · · ∪ Fp.
f : E → F . S’équivalent :

(i) f est continue.
(ii) ∀i ∈ J1, pK, f|Fi

est continue.

VIII Prolongements en tous genres

Proposition 13.59. f : A ⊂ E → F , ω ∈ A\A. S’équivalent :
(i) limω f existe.
(ii) Il existe une unique fonction f̃ : A ∪ {ω} → F t.q. f̃|A = f et f̃ est continue en ω.

On dit alors que f̃ est le prolongement par continuité de f en ω.

Proposition 13.60. (f, g) ∈
(
C0 (E,F )

)2. A ⊂ E. Alors :

(∀x ∈ A, f(x) = g(x)) =⇒
(
∀x ∈ A, f(x) = g(x)

)
.
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Chapitre 14
Compacité

Notation 14.1. Dans tout le chapitre, (E, d) et (F, δ) sont des espaces métriques, et
(V, ∥·∥) est un espace normé.

I Valeurs d’adhérence

Proposition 14.2 (Valeur d’adhérence). u ∈ EN. On appelle valeur d’adhérence de u
tout λ ∈ E tel qu’il existe une extractrice φ telle que uφ(n) −−−−−→

n→+∞
λ. On notera Λ(u)

l’ensemble des valeurs d’adhérence de u.

Proposition 14.3. u ∈ EN, ℓ ∈ E. Si un −−−−−→
n→+∞

ℓ, alors Λ(u) = {ℓ}.

Lemme 14.4. u ∈ EN.
Λ(u) =

⋂
n∈N

{un+p, p ∈ N}.

Proposition 14.5. u ∈ EN. Alors Λ(u) est un fermé.

Lemme 14.6. Si Y est un fermé non vide et majoré de R, alors supY ∈ Y .

Proposition 14.7. u ∈ RN. Si u est bornée, alors Λ(u) est non vide, fermé et borné. Donc
Λ(u) possède un plus petit élément et un plus grand élément, que l’on note respectivement
lim u et lim u.

II Compacité

Définition 14.8 (Espace métrique compact). On dit que l’espace métrique (E, d) est
compact lorsque :

∀u ∈ EN, Λ(u) ̸= ∅.

Exemple 14.9. Tout espace métrique fini est compact.

Proposition 14.10. La compacité est une propriété purement topologique. Supposons
en effet que (E, d) et (F, δ) sont homéomorphes. Alors (E, d) est compact ssi (F, δ) est
compact.

Définition 14.11 (Partie compacte d’un espace métrique). X ⊂ E. On dit que X est
une partie compacte de (E, d) lorsque l’espace métrique

(
X, d|X2

)
est compact.
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Proposition 14.12. X ⊂ E. S’équivalent :
(i) X est une partie compacte de E.
(ii) ∀u ∈ XN, Λ(u) ∩X ̸= ∅.

Proposition 14.13. ∅ est compact.

Proposition 14.14. Toute réunion finie de parties compactes est compacte.

Proposition 14.15. Tout produit fini d’espaces compacts est compact.

Exemple 14.16. u ∈ EN t.q. un −−−−−→
n→+∞

ℓ ∈ E. Soit K = {un, n ∈ N} ∪ {ℓ}. Alors K est
une partie compacte de E.

III Compacts et fermés bornés
Proposition 14.17. Toute partie compacte d’un espace métrique est fermée et bornée.

Théorème 14.18. K = R ou C. On munit Kn de ∥·∥∞. Alors les compacts de (Kn, ∥·∥∞)
sont les fermés bornés de (Kn, ∥·∥∞).

Proposition 14.19. On suppose que (E, d) est un espace métrique compact. Alors les
parties compactes de (E, d) sont les fermés de (E, d).

IV Image continue d’un compact

Théorème 14.20. On suppose que (E, d) est compact. Si f : E → F est continue, alors
f(E) est une partie compacte de (F, δ).

Corollaire 14.21. K une partie compacte de (E, d) (qui est un espace métrique quel-
conque). Si f : E → F est continue, alors f(K) est une partie compacte de (F, δ).

Théorème 14.22. K une partie compacte non vide de (E, d). On munit R de la distance
usuelle. Si f : E → R est continue, alors f|K est bornée et atteint ses bornes.

Définition 14.23 (Diamètre). X ⊂ E, X ̸= ∅. On définit :

diamX = sup
(a,b)∈X2

d(a, b) ∈ R+.

Proposition 14.24. X ⊂ E, X ̸= ∅. Alors :
(i) X est borné ssi diamX < +∞.
(ii) Si X est compact, alors diamX est atteint.

Proposition 14.25. K une partie compacte non vide de (E, d). Alors :

∀x ∈ E, ∃k ∈ K, d(x, k) = d(x,K).

Proposition 14.26. K1, . . . ,Ks des parties compactes de (V, ∥·∥). Alors K1 + · · · + Ks

est une partie compacte de (V, ∥·∥).

Démonstration. Considérer φ : (x1, . . . , xs) ∈ K1×· · ·×Ks 7−→ x1+· · ·+xs. K1×· · ·×Ks

est compact (comme produit de compacts) et φ est continue, donc K1 + · · · + Ks =
φ (K1 × · · · ×Ks) est compact.
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V Théorème de Heine

Définition 14.27 (Uniforme continuité). Une fonction f : E → F est dite uniformément
continue lorsque :

∀ε > 0, ∃η > 0, ∀(x, y) ∈ E2, d(x, y) ⩽ η =⇒ δ (f(x), f(y)) ⩽ ε.

Proposition 14.28. Toute fonction uniformément continue est continue.

Théorème 14.29 (Théorème de Heine). On suppose que (E, d) est compact. Soit f : E →
F . Alors f est continue ssi f est uniformément continue.

Démonstration. (⇐) Voir proposition 14.28. (⇒) Par contraposée : on suppose que f
n’est pas uniformément continue. Alors il existe ε0 > 0 t.q. ∀η > 0, ∃ (x, y) ∈ E2, d(x, y) ⩽
η et δ (f(x), f(y)) > ε0. Pour n ∈ N∗, on pose (xn, yn) ∈ E2 t.q.

d (xn, yn) ⩽ 1
n

et δ (f (xn) , f (yn)) > ε0.

E étant supposé compact, il existe φ extractrice et λ ∈ E t.q. xφ(n) −−−−−→
n→+∞

λ. Montrer

alors yφ(n) −−−−−→
n→+∞

λ. Si f était continue, on aurait f
(
xφ(n)

)
−−−−−→
n→+∞

f(λ) et f
(
yφ(n)

)
−−−−−→
n→+∞

f(λ), donc δ
(
f
(
xφ(n)

)
, f
(
yφ(n)

))
−−−−−→
n→+∞

0, ce qui est impossible car ∀n ∈ N, δ
(
f
(
xφ(n)

)
, f
(
yφ(n)

))
>

ε0.

Application 14.30. f ∈ C0 ([a, b],R). ε > 0.
(i) Il existe φ : [a, b] → R en escaliers t.q. ∥f − φ∥∞ ⩽ ε.
(ii) Il existe ψ : [a, b] → R affine par morceaux et C0 t.q. ∥f − ψ∥∞ ⩽ ε.

VI Suites admettant une unique valeur d’adhérence

Théorème 14.31. On suppose que (E, d) est compact. u ∈ EN. Si u possède une unique
valeur d’adhérence, alors u converge.

Démonstration. On écrit Λ(u) = {λ}. Supposer par l’absurde que u ne converge pas
vers λ. Il existe alors ε0 > 0 t.q. A = {n ∈ N, d (un, λ) > ε0} est infini. Soit alors φ :
N → A une extraction. Extraire de

(
uφ(n)

)
une sous-suite convergente et en déduire une

contradiction.

Proposition 14.32. K une partie compacte non vide de (E, d). On suppose que :

∀ω ∈ E, ∃!k ∈ K, d(ω, k) = d(ω,K).

On définit alors π : E → K par :

∀ω ∈ E, d (ω, π (ω)) = d (ω,K) .

Alors π est continue.
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Démonstration. Soit ω ∈ E. Montrons que π est continue en ω. Soit donc u ∈ EN

t.q. un −−−−−→
n→+∞

ω. Soit alors λ ∈ Λ (π(u)) et φ une extractrice associée. Montrons que
λ = π(ω). On a :(

uφ(n), π
(
uφ(n)

))
−−−−−→
n→+∞

(ω, λ)

donc d
(
uφ(n),K

)
= d

(
uφ(n), π

(
uφ(n)

))
−−−−−→
n→+∞

d(ω, λ).

Or par continuité de x 7−→ d(x,K), on a :

d
(
uφ(n),K

)
−−−−−→
n→+∞

d(ω,K).

Donc d(ω, λ) = d(ω,K), donc λ = π(ω). Ainsi ∅ ⊊ Λ (π(u)) ⊂ {π(ω)}, donc Λ (π(u)) =
{π(ω)}, donc par le théorème 14.31, π (un) −−−−−→

n→+∞
π(ω) et π est continue en ω.

Exemple 14.33. (V, ⟨· | ·⟩) un espace euclidien. K une partie convexe compacte non vide
de V. Alors :

∀ω ∈ V, ∃!k ∈ K, d(ω, k) = d(ω,K).

VII Compacts, bijections continues et homéomorphismes

Théorème 14.34. On suppose que (E, d) est compact. Si f : E → F est une bijection
continue, alors f est un homéomorphisme.
Démonstration. Il suffit de montrer que f−1 est continue. Pour cela, soit Y un fermé de
(E, d). Montrons que

(
f−1)−1 (Y ) est un fermé de (F, δ). Comme E est compact, Y est

compact (d’après la proposition 14.19). Donc
(
f−1)−1 (Y ) = f(Y ) est compact (d’après le

corollaire 14.21), donc fermé.

VIII Intersections décroissantes de fermés

Théorème 14.35. On suppose que (E, d) est compact. Soit Γ ∈ P(E)N t.q.
(i) ∀n ∈ N, Γn est fermé.
(ii) ∀n ∈ N, Γn ̸= ∅.
(iii) ∀n ∈ N, Γn+1 ⊂ Γn.

Alors : ⋂
n∈N

Γn ̸= ∅.

Démonstration. Pour n ∈ N, on pose un ∈ Γn. Montrer que ∅ ⊊ Λ(u) ⊂
⋂
n∈N Γn.

IX Propriété de Borel-Lebesgue

Définition 14.36 (Propriété de Borel-Lebesgue). On dit que l’espace métrique (E, d)
vérifie la propriété de Borel-Lebesgue lorsque, pour tout recouvrement ouvert (Ωi)i∈I de
(E, d), il existe J ∈ Pf(I) tel que :

E =
⋃
j∈J

Ωj .

En d’autres termes, (E, d) vérifie la propriété de Borel-Lebesgue si de tout recouvrement
ouvert de (E, d) on peut extraire un sous-recouvrement fini.
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Lemme 14.37. On suppose que (E, d) est compact. Alors :

∀ε > 0, ∃n ∈ N, ∃ (ω1, . . . , ωn) ∈ En, E =
n⋃
i=1

Bo (ωi, ε) .

Démonstration. Raisonner par l’absurde et supposer qu’il existe ε > 0 t.q. ∀n ∈
N, ∀ (ω1, . . . , ωn) ∈ En, E ⊋

⋃n
i=1 Bo (ωi, ε). Construire alors u ∈ EN t.q.

∀(m,n) ∈ N2, m ̸= n =⇒ d (um, un) ⩾ ε.

Extraire de u une sous-suite convergente et aboutir à une contradiction.

Corollaire 14.38. Si (E, d) est compact, alors (E, d) est séparable.

Démonstration. Pour n ∈ N∗, poser
(
x

(n)
1 , . . . , x

(n)
sn

)
∈ Esn t.q.

E =
sn⋃
k=1

Bo
(
x

(n)
k ,

1
n

)
.

Poser ensuite :
D =

⋃
n∈N∗

{
x

(n)
k , k ∈ J1, snK

}
.

D est clairement dénombrable ; montrer que D = E.

Lemme 14.39. On suppose que (E, d) est compact. Soit (Ωi)i∈I un recouvrement ouvert
de (E, d). Alors :

∃ρ > 0, ∀x ∈ K, ∃i ∈ I, Bo (x, ρ) ⊂ Ωi.

Démonstration. Raisonner par l’absurde et construire x ∈ E(N∗) t.q.

∀n ∈ N∗, ∀i ∈ I, Bo
(
xn,

1
n

)
̸⊂ Ωi.

Extraire de x une sous-suite convergente et aboutir à une contradiction.

Théorème 14.40. S’équivalent :
(i) (E, d) est compact.
(ii) (E, d) vérifie la propriété de Borel-Lebesgue.

Démonstration. (i) ⇒ (ii) Lemmes 14.37 et 14.39. (ii) ⇒ (i) Pour u ∈ EN, écrire Λ(u) =⋂
n∈N Vn, avec Vn = {un+p, p ∈ N}. Si Λ(u) = ∅, alors

(
E\Vn

)
n∈N

est un recouvrement
ouvert, donc ∃J ∈ Pf (N) ,

⋂
j∈J V j = ∅. En déduire que ∃n ∈ N, Vn = ∅ (en utilisant :

∀n ∈ N, Vn ⊃ Vn+1). Absurde.

Corollaire 14.41. On suppose que (E, d) est compact. Si (Γi)i∈I est une famille de fermés
de (E, d) t.q.

⋂
i∈I Γi = ∅, alors il existe J ∈ Pf(I) t.q.⋂

j∈J
Γj = ∅.
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Chapitre 15
Topologie d’un Espace Normé

Notation 15.1. Dans tout le chapitre, (E, ∥·∥E), (F, ∥·∥F ) et (G, ∥·∥G) sont des K-espaces
vectoriels normés, avec K = R ou C.

I Applications linéaires continues

I.1 Généralités

Notation 15.2. On notera :

LC(E,F ) = L(E,F ) ∩ C0(E,F ).

Proposition 15.3. LC(E,F ) est un sous-espace vectoriel de L(E,F ).

Proposition 15.4. f ∈ L(E,F ). S’équivalent :
(i) f est continue.
(ii) f est continue en 0.
(iii) ∃A ∈ R, ∀x ∈ E, ∥f(x)∥F ⩽ A ∥x∥E.
(iv) Il existe U ouvert non vide de E tel que f (U) est borné.

Démonstration. (i) ⇒ (ii) Clair. (ii) ⇒ (iii) Si f est continue en 0, alors il existe
η > 0 t.q. ∀x ∈ E, ∥x∥E ⩽ η =⇒ ∥f(x)∥F ⩽ 1. En déduire que ∀x ∈ E, ∥f(x)∥F ⩽
1
η ∥x∥E . (iii) ⇒ (i) f est A-lipschitzienne donc continue. (iii) ⇒ (iv) Clair. (iv) ⇒ (iii) Par
contraposée : on suppose ∀A ∈ R, ∃x ∈ E, ∥f(x)∥F > A ∥x∥E . Soit alors U un ouvert non
vide de E. Soit ω ∈ U et r > 0 t.q. Bo (ω, 2r) ⊂ U . Pour M ∈ R+, soit A = M+∥f(ω)∥F

r , soit
u ∈ E t.q. ∥f(u)∥F > A ∥u∥E . Montrer alors que ∥f (x)∥F ⩾M , avec x = ω + r u

∥u∥E
∈ U .

Donc f (U) n’est pas borné.

I.2 Norme d’opérateur

Définition 15.5 (|||·|||). Pour f ∈ LC(E,F ), on pose :

|||f ||| = sup
x∈E\{0}

∥f(x)∥F
∥x∥E

.

Lemme 15.6.
∀f ∈ LC(E,F ), |||f ||| = sup

x∈E
∥x∥E=1

∥f(x)∥F .
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Proposition 15.7. |||·||| est une norme sur LC(E,F ), dite norme d’opérateur subordonnée
à ∥·∥E et ∥·∥F .

Proposition 15.8. f ∈ LC(E,F ). Alors :

∀x ∈ E, ∥f(x)∥F ⩽ |||f ||| · ∥x∥E .

Lemme 15.9. f ∈ LC(E,F ). Soit A ∈ R+ t.q. ∀x ∈ E, ∥f(x)∥F ⩽ A ∥x∥E. Alors
|||f ||| ⩽ A.

Proposition 15.10. f ∈ LC(E,F ), g ∈ LC(F,G). Alors (g ◦ f) ∈ LC(E,G) et :

|||g ◦ f ||| ⩽ |||g||| · |||f ||| .

I.3 Exemples

Exemple 15.11. On pose ℓ1 (N) =
{
u ∈ CN,

∑
un converge absolument

}
et ℓ∞ (N) ={

u ∈ CN, u est bornée
}

. On munit ℓ1 (N) de ∥·∥1 et ℓ∞ (N) de ∥·∥∞. Pour a ∈ ℓ∞ (N), on
pose :

φa : u ∈ ℓ1 (N) 7−→
∞∑
n=0

anun ∈ C.

Alors l’application a ∈ ℓ∞ (N) 7−→ φa ∈ LC
(
ℓ1 (N) ,C

)
est linéaire, bijective et continue et

∀a ∈ ℓ∞ (N) , ∥a∥∞ = |||φa|||.

Exemple 15.12. On se place dans E = C0 ([0, 1],R), muni de ∥·∥1. Pour g ∈ E, on pose :

ψg : f ∈ E 7−→
∫ 1

0
fg ∈ R.

Alors l’application g ∈ E 7−→ ψg ∈ LC (E,R) est linéaire, injective et continue (avec E
muni de ∥·∥∞ et LC (E,R) muni de la norme d’opérateur subordonnée à ∥·∥1 et |·|) et
∀g ∈ E, ∥g∥∞ = |||ψg|||.

II Comparaison de normes
Notation 15.13. N une norme sur E. On notera :

(i) B (E,N) = {X ⊂ E, X est bornée au sens de (E,N)}.

(ii) CV0 (E,N) =
{
u ∈ EN, un −−−−−→

n→+∞
0 au sens de (E,N)

}
.

(iii) CV (E,N) =
{

(u, ℓ) ∈ EN × E, un −−−−−→
n→+∞

ℓ au sens de (E,N)
}

.

(iv) T (E,N) = {Ω ⊂ E, Ω est un ouvert de (E,N)}.

Proposition 15.14. N1 et N2 deux normes sur E. S’équivalent :
(i) ∃A ∈ R∗

+, ∀x ∈ E, N2(x) ⩽ AN1(x).
(ii) B (E,N1) ⊂ B (E,N2).
(iii) CV0 (E,N1) ⊂ CV0 (E,N2).
(iv) CV (E,N1) ⊂ CV (E,N2).
(v) T (E,N2) ⊂ T (E,N1).
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On dit alors que N1 est plus fine que N2.

Démonstration. (i) ⇔ (v) Raisonner par équivalences :

T (E,N2) ⊂ T (E,N1) ⇐⇒ idE : (E,N1) → (E,N2) est continue
⇐⇒ ∃A ∈ R∗

+, ∀x ∈ E, N2(x) ⩽ AN1(x).

Exemple 15.15. On se place dans C0 ([0, 1],R). Alors ∥·∥∞ est plus fine que ∥·∥2, qui est
plus fine que ∥·∥1.

Vocabulaire 15.16 (Normes équivalentes). Deux normes N1 et N2 sur E sont dites
équivalentes lorsque chacune est plus fine que l’autre. On note alors N1 ∼ N2.

Proposition 15.17. E un K-espace vectoriel. N1 et N2 deux normes sur E. S’équivalent :
(i) N1 ∼ N2.
(ii) ∃(A,B) ∈

(
R∗

+
)2
, ∀x ∈ E, AN1(x) ⩽ N2(x) ⩽ BN1(x).

(iii) B (E,N1) = B (E,N2).
(iv) CV0 (E,N1) = CV0 (E,N2).
(v) CV (E,N1) = CV (E,N2).
(vi) T (E,N2) = T (E,N1).

III Équivalence des normes en dimension finie

III.1 Théorème d’équivalence des normes en dimension finie

Proposition 15.18. ∼ est une relation d’équivalence sur l’ensemble des normes sur E.

Lemme 15.19. Soit N une norme sur Kd, soit N∞ : x ∈ Kd 7−→ max1⩽i⩽d |xi|. Alors :

N ∼ N∞.

Démonstration. Première étape. N∞ est plus fine que N. Soit en effet (e1, . . . , ed) la
base canonique de Kd. Alors :

∀x ∈ Kd, N(x) = N

(
d∑
i=1

xiei

)
⩽

d∑
i=1

|xi|N (ei) ⩽
(

d∑
i=1

N (ei)
)
N∞ (x) .

Deuxième étape. N est plus fine que N∞. Pour le montrer, on voudrait trouver un B ∈
R∗

+ t.q. ∀x ∈ Kd, N∞(x) ⩽ BN(x) ; il suffit en fait d’avoir ∀x ∈ S, N∞(x) ⩽ BN(x),
avec S =

{
x ∈ Kd, N∞(x) = 1

}
. Or, en vertu du théorème 14.18, S est un compact de(

Kd, N∞
)
. Mais l’application N : Kd → R+ est continue au sens de

(
Kd, N∞

)
car elle

est lipschitzienne d’après la première étape. Ainsi, N|S admet un minimum (d’après le
théorème 14.22). Soit x0 ∈ S t.q. N (x0) = minx∈S N(x). On a x0 ̸= 0 (car x0 ∈ S) donc
N (x0) > 0. On a alors ∀x ∈ S, N∞(x) ⩽ 1

N(x0)N(x). On en déduit :

∀x ∈ Kd, N∞(x) ⩽ 1
N (x0)N(x).

Conclusion. N ∼ N∞.
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Lemme 15.20. Soit N1 et N2 deux normes sur Kd. Alors :

N1 ∼ N2.

Théorème 15.21 (Théorème d’équivalence des normes en dimension finie). On suppose
que E est de dimension finie. Soit N1 et N2 deux normes sur E. Alors :

N1 ∼ N2.

Démonstration. On note d = dimE. Construire un isomorphisme d’espaces vectoriels
Φ : Kd → E. Alors N1 ◦ Φ et N2 ◦ Φ sont des normes sur Kd, donc selon le lemme 15.20,
N1 ◦ Φ ∼ N2 ◦ Φ. Donc il existe (A,B) ∈

(
R∗

+
)2 t.q.

∀y ∈ Kd, A (N1 ◦ Φ) (y) ⩽ (N2 ◦ Φ) (y) ⩽ B (N1 ◦ Φ) (y).

Par bijectivité de Φ : ∀x ∈ E, AN1(x) ⩽ N2(x) ⩽ BN1(x).

Remarque 15.22. Dans un espace vectoriel de dimension finie, on peut ne pas préciser
la norme utilisée, car toutes les normes sont équivalentes.

III.2 Applications générales

Théorème 15.23. (E,NE) et (F,NF ) deux espaces normés. On suppose que E est de
dimension finie. Alors :

L (E,F ) = LC (E,F ) .

Démonstration. Soit f ∈ L(E,F ). On pose :

ν : x ∈ E 7−→ NE(x) + NF (f(x)) .

Alors ν est une norme sur E, qui est de dimension finie, donc d’après le théorème 15.21,
ν ∼ NE . En particulier, il existe A ∈ R∗

+ (et on peut supposer A > 1) t.q. ∀x ∈ E, ν (x) ⩽
ANE(x). Autrement dit :

∀x ∈ E, NF (f(x)) ⩽ (A− 1)NE(x).

Donc f ∈ LC (E,F ).

Corollaire 15.24. (E,NE) et (F,NF ) deux espaces normés de dimension finie. Si φ :
E → F est un isomorphisme d’espaces vectoriels, alors φ est un homéomorphisme.

Théorème 15.25. (E,N) un espace normé de dimension finie. Alors les compacts de
(E,N) sont les fermés bornés de (E,N).

Démonstration. Se transporter dans
(
Kd,N ◦ Φ

)
, où d = dimE, et Φ : Kd → E est un

isomorphisme d’espaces vectoriels. Utiliser alors le théorème 14.18 et le théorème 15.21.

Corollaire 15.26. (E,N) un espace normé de dimension finie. Alors toute suite bornée
à valeurs dans E admet une valeur d’adhérence au sens de (E,N).
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III.3 Espaces complets

Définition 15.27 (Suite de Cauchy). (E, d) un espace métrique. u ∈ EN. On dit que u
est de Cauchy lorsque :

∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀p ⩾ N, ∀q ⩾ N, d (up, uq) ⩽ ε.

Proposition 15.28. Toute suite convergente est de Cauchy.

Définition 15.29 (Espace complet). On dit qu’un espace métrique (E, d) est complet
lorsque toute suite de Cauchy de (E, d) converge au sens de (E, d).

Vocabulaire 15.30 (Espace de Banach). Un espace normé complet est dit de Banach.

Théorème 15.31. Tout espace normé de dimension finie est de Banach.

Démonstration. Soit (E,N) un espace normé de dimension finie, soit u ∈ EN. On sup-
pose que u est de Cauchy. Montrer d’abord que u est bornée. Il existe donc R > 0 t.q.
u ∈ KN, où K = Bf (0, R). Or, d’après le théorème 15.25, K est compact. Donc Λ(u) ̸= ∅.
Montrer que Λ(u) est un singleton et en déduire avec le théorème 14.31 que u converge.

III.4 Sous-espaces vectoriels de dimension finie

Proposition 15.32. (E,N) un espace normé. F un sous-espace vectoriel de E de dimen-
sion finie. Alors F est un fermé de (E,N).

Démonstration. Soit u ∈ FN t.q. un −−−−−→
n→+∞

ℓ ∈ E. On se place dans
(
F,N|F

)
. Alors u

est bornée, donc d’après le corollaire 15.26, il existe φ extraction et ω ∈ F t.q. uφ(n) −−−−−→
n→+∞

ω au sens de
(
F,N|F

)
, donc au sens de (E,N). Or uφ(n) −−−−−→

n→+∞
ℓ, donc ℓ = ω ∈ F .

Proposition 15.33. (E,N) un espace normé. F un sous-espace vectoriel de E de dimen-
sion finie. Alors pour tout a ∈ E, la distance d(a, F ) est réalisée.

Démonstration. Soit a ∈ E. Poser x ∈ F (N∗) t.q. ∀n ∈ N∗, d(a, F ) ⩽ N (a− xn) ⩽
d(a, F ) + 1

n . Montrer que x est bornée, et en déduire avec le corollaire 15.26 qu’il existe φ
extraction et ω ∈ F t.q. xφ(n) −−−−−→

n→+∞
ω. Montrer alors que N (a− ω) = d(a, F ).

IV Représentations analytiques
Proposition 15.34. E un K-espace vectoriel de dimension n, B une base de E. Pour
x ∈ E, on note MB(x) ∈ Mn,1 (K) la matrice de x dans la base B. Alors en identifiant
Mn,1 (K) à Kn, l’application MB : E → Kn est un homéomorphisme.

Définition 15.35 (Représentation analytique). E et F deux K-espaces vectoriels de di-
mensions respectives p et n et de bases respectives BE et BF . f : Ω ⊂ E → F . On note
Ω̃ = MBE

(Ω) ⊂ Kp. On appelle représentation analytique de f dans les bases BE et BF
la fonction

f̃ : x ∈ Ω̃ 7−→ MBF

(
f
(
(MBE

)−1 (x)
))

∈ Kn.

On a le diagramme commutatif suivant :
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Ω F

Ω̃ Kn

f

f̃

MBE
MBF

Définition 15.36 (Fonction polynomiale Kp → Kn). On dit qu’une fonction f : Kp → Kn

est polynomiale lorsque chacune de ses coordonnées est polynomiale.

Définition 15.37 (Fonction polynomiale E → F ). E et F deux K-espaces vectoriels de
dimension finie. f : Ω ⊂ E → F . S’équivalent :

(i) f possède une représentation analytique polynomiale.
(ii) Toutes les représentations analytiques de f sont polynomiales.

Si tel est le cas, on dit que f est polynomiale.

Proposition 15.38. E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie. Toute fonction
polynomiale f : Ω ⊂ E → F est continue.

Corollaire 15.39. E un K-espace vectoriel de dimension finie. Alors la fonction det :
L(E) → K est polynomiale donc continue.

Corollaire 15.40. E un K-espace vectoriel de dimension finie. Alors GL(E) est un ouvert
de L(E) (au sens de l’unique topologie d’espace normé de L(E)).

Définition 15.41 (Variété algébrique). E un K-espace vectoriel. V ⊂ E. On dit que V
est une variété algébrique de E lorsqu’il existe P : E → Kn polynomiale t.q.

V = P−1 ({0}) .

V Exemples

Exemple 15.42. On se place dans R[X]. On pose, pour r ∈ R∗
+ :

Nr : P ∈ R[X] 7−→ sup
|x|⩽r

|P (x)| .

Alors (Nr)r∈R∗
+

est une famille non dénombrable de normes deux à deux non équivalentes.

Démonstration. On fixe r ∈ R∗
+. On considère, pour a ∈ R, l’application linéaire δa :

P ∈ R[X] 7−→ P (a) ∈ R. Montrer que δa est continue au sens de (R[X],Nr) ssi |a| ⩽ r.
Ainsi, si 0 < r < r′, δr′ est continue au sens de (R[X],Nr′) mais pas au sens de (R[X],Nr).
Donc Nr ̸∼ Nr′ .

Exemple 15.43. Soit P ∈ R[X]N t.q.
(i) ∀n ∈ N, Pn(−1) = 1,
(ii) ∀n ∈ N, ∀x ∈ [0, 1], |Pn(x)| ⩽ 1

n+1 .
Alors degPn −−−−−→

n→+∞
+∞.
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Démonstration. On suppose par l’absurde que degPn ne tend pas vers +∞. Alors il
existe φ extraction t.q.

(
degPφ(n)

)
n∈N

est majorée par d ∈ N. Pour n ∈ N, on pose
Qn = Pφ(n). Alors Q ∈ Rd[X]N. On munit Rd[X] de la norme

N : H ∈ Rd[X] 7−→ sup
[0,1]

|H| .

On a alors Qn −−−−−→
n→+∞

0. Or l’application δ : P ∈ Rd[X] 7−→ P (−1) est linéaire donc
d’après le théorème 15.23, comme Rd[X] est de dimension finie, elle est continue au sens
de (Rd[X],N). En particulier 1 = Qn(−1) = δ (Qn) −−−−−→

n→+∞
δ(0) = 0. C’est absurde.

Exemple 15.44. On pose :

Ω = {P ∈ Rd[X]\Rd−1[X], P est scindé à racines simples sur R} .

Alors Ω est un ouvert de Rd[X] (au sens de l’unique topologie d’espace normé de Rd[X]).

Démonstration. Soit P = a
∏d
i=1 (X − ui) ∈ Ω, avec u1 < · · · < ud. Construire (T0, . . . , Td) ∈

Rd+1 t.q. T0 < u0 < T1 < u1 < · · · < ud < Td. Poser V = {Q ∈ Rd[X], ∀i ∈ J1, dK, Q (Ti−1)Q (Ti) < 0}.
Montrer que P ∈ V ⊂ Ω, et que V est un ouvert. Ainsi Ω est un voisinage de P ; donc Ω
est un ouvert.

VI Séries dans un espace normé

VI.1 Généralités

Notation 15.45. Dans la suite du chapitre, (E, ∥·∥), est un K-espace vectoriel normé,
avec K = R ou C.

Définition 15.46 (Série). u ∈ EN. On appelle série de terme général un, notée
∑
un, la

suite (Sn)n∈N, avec Sn =
∑n
k=0 uk. Sn est appelée somme partielle au rang n de la série∑

un. On dit que
∑
un converge lorsque (Sn)n∈N converge. Dans ce cas, on pose :

∞∑
n=0

un = lim
n→+∞

n∑
k=0

uk.

Proposition 15.47. u ∈ EN. Si
∑
un converge, alors un −−−−−→

n→+∞
0.

Vocabulaire 15.48. u ∈ EN. Si un ne tend pas vers 0, on dit que
∑
un diverge grossiè-

rement.

Proposition 15.49. (u, v) ∈
(
EN
)2

, (α, β) ∈ K2. Si
∑
un converge et

∑
vn converge,

alors
∑

(αun + βvn) converge, et :
∞∑
n=0

(αun + βvn) = α
∞∑
n=0

un + β
∞∑
n=0

vn.

Définition 15.50 (Absolue convergence). u ∈ EN. On dit que
∑
un est absolument

convergente lorsque
∑

∥un∥ converge.

Proposition 15.51. S’équivalent :
(i) E est de Banach, i.e. toute suite de Cauchy de E converge.
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(ii) Toute série absolument convergente de E est convergente.

Corollaire 15.52. On suppose E de dimension finie. Alors toute série absolument conver-
gente de E est convergente.

Démonstration. Tout espace normé de dimension finie est de Banach d’après le théorème
15.31.

VI.2 Théorème des approximations successives de Picard

Théorème 15.53 (Théorème des approximations successives de Picard). On suppose
E de dimension finie. Soit X un fermé non vide de E. Soit f : X → X une fonction
contractante de rapport ρ ∈ [0, 1[. Pour a ∈ X, on note â ∈ XN une suite f -récurrente t.q.
â0 = a. Alors :

(i) f admet un unique point fixe ω sur X.
(ii) ∀a ∈ X, ân −−−−−→

n→+∞
ω.

(iii) ∀a ∈ X, ∥ân − ω∥ = O (ρn).
(iv) ∀a ∈ X, ∀n ∈ N∗, ∥ân − ω∥ ⩽ ρ

1−ρ ∥ân − ân−1∥.

Démonstration. (i) et (ii) Soit a ∈ X (car X ̸= ∅). On a ∀n ∈ N∗, ∥ân+1 − ân∥ =
∥f (ân) − f (ân−1)∥ ⩽ ρ ∥ân − ân−1∥ donc par récurrence immédiate :

∥ân+1 − ân∥ = O (ρn) .

Donc
∑

∥ân+1 − ân∥ converge, donc par le corollaire 15.52,
∑

(ân+1 − ân) converge, donc
â converge vers ω ∈ X (car X fermé). Montrer que f(ω) = ω (par continuité de f)
puis que ω est l’unique point fixe de f (car f est contractante). (iii) Soit a ∈ X. Écrire
∀n ∈ N∗, ∥ân − ω∥ = ∥f (ân−1) − f (ω)∥ ⩽ ρ ∥ân−1 − ω∥, et en déduire par récurrence
∥ân − ω∥ = O (ρn). (iv) Soit a ∈ X. Écrire ∀n ∈ N∗, ∥ân − ω∥ ⩽ ρ ∥ân−1 − ω∥ ⩽
ρ ∥ân − ân−1∥ + ρ ∥ân − ω∥.

VII Théorème de Riesz

Théorème 15.54 (Théorème de Riesz). S’équivalent :
(i) E est de dimension finie.
(ii) Bf (0, 1) est un compact de (E, ∥·∥).

Démonstration. (i) ⇒ (ii) Voir théorème 15.25. (ii) ⇒ (i) On suppose que Bf (0, 1) est
un compact. Alors d’après le lemme 14.37, il existe (ω1, . . . , ωs) ∈ (Bf (0, 1))s t.q.

Bf (0, 1) ⊂
s⋃
i=1

Bf
(
ωi,

1
2

)
.

On pose alors F = Vect (ω1, . . . , ωs). Montrons E = F . Pour n ∈ N∗, posons :

H(n) : ∀x ∈ E, ∃z ∈ F, ∥x− z∥ ⩽
1
2n ∥x∥ .

Montrer d’abord H(1) en normalisant x ∈ E. Soit alors n ∈ N∗ t.q. H(n) vraie. Soit
x ∈ E. Par H(n), soit z1 ∈ F t.q. ∥x− z1∥ ⩽ 1

2n ∥x∥, puis par H(1), soit z2 ∈ F t.q.
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∥(x− z1) − z2∥ ⩽ 1
2 ∥x− z1∥. Avec z = z1 + z2 ∈ F , on a bien alors ∥x− z∥ ⩽ 1

2n+1 ∥x∥,
donc H(n+ 1) est vraie. En déduire :

E ⊂ F .

Or, d’après la proposition 15.32, F = F . Il vient E = F , donc E est de dimension finie.

Définition 15.55 (Espace métrique localement compact). (X, d) un espace métrique.
S’équivalent :

(i) ∀ω ∈ X, ∃V ∈ V(ω), V est un compact de (X, d).
(ii) ∀ω ∈ X, ∃r > 0, Bf (ω, r) est un compact de (X, d).

Si tel est le cas, on dit que (X, d) est localement compact.

Théorème 15.56. S’équivalent :
(i) E est de dimension finie.
(ii) E est localement compact.

Démonstration. C’est une conséquence du théorème 15.54 et du fait que ∀ω ∈ E, ∀r >
0, Bf (ω, r) ∼ Bf (0, 1).
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Chapitre 16
Connexité

Notation 16.1. Dans tout le chapitre, (E, d) est un espace métrique, et (V, ∥·∥) est un
espace normé.

I Connexité par arcs

I.1 Généralités

Définition 16.2 (Chemin). (a, b) ∈ E2. On appelle chemin joignant a à b dans E toute
application γ ∈ C0 ([0, 1], E) t.q. γ(0) = a et γ(1) = b.

Définition 16.3 (Espace métrique connexe par arcs). On dit que (E, d) est connexe par
arcs lorsque, pour tout (a, b) ∈ E2, il existe un chemin joignant a à b dans E.

Définition 16.4 (Partie connexe par arcs d’un espace métrique). X ⊂ E. On dit que X
est connexe par arcs lorsque

(
X, d|X2

)
est un espace métrique connexe par arcs.

Proposition 16.5. Les parties connexes par arcs de R sont les intervalles.

Proposition 16.6. L’image continue d’un connexe par arcs est connexe par arcs.

Proposition 16.7. Dans un espace normé, tout convexe est connexe par arcs.

I.2 Composantes connexes par arcs

Définition 16.8 (Être connectés). On définit une relation R sur E par xRy ssi il existe
un chemin joignant x à y dans E. On dit que x et y sont connectés dans E lorsque xRy.

Proposition 16.9. R est une relation d’équivalence sur E.

Définition 16.10 (Composantes connexes par arcs). Les composantes connexes par arcs
de E sont les classes d’équivalence de E pour R.

Proposition 16.11. E est connexe par arcs ssi E a une seule composante connexe par
arcs.

Proposition 16.12. Dans un espace normé, les composantes connexes par arcs d’un
ouvert sont des ouverts.
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II Connexité par arcs dans un espace normé
Proposition 16.13. On suppose que 2 ⩽ dimV ⩽ +∞. Soit D une partie dénombrable
de V. Alors V\D est connexe par arcs.

Démonstration. Soit (a, b) ∈ (V\D)2, a ̸= b. Soit ω ∈]a, b[, soit ζ ∈ V\ Vect(a − b)
(car dimV ⩾ 2). Pour s ∈ R, on pose γs : [0, 1] → V continue et affine par morceaux de
subdivision adaptée

(
0, 1

2 , 1
)
, avec :

γs(0) = a, γs

(1
2

)
= ω + sζ, γs(1) = b.

γs est un chemin joignant a à b dans V. Vérifier alors que :

∀ (s1, s2) ∈ R2, s1 ̸= s2 =⇒ γs1 (]0, 1[) ∩ γs2 (]0, 1[) = ∅.

On suppose par l’absurde que ∀s ∈ R, γs (]0, 1[) ∩ D ̸= ∅. Alors on peut construire une
injection φ : R → D définie par :

∀s ∈ R, φ(s) ∈ γs (]0, 1[) ∩D.

Donc R ↪→ D, ce qui est absurde. Donc il existe s0 ∈ R t.q. γs0 ([0, 1]) ⊂ V\D, donc a et
b sont connectés dans V\D.

Proposition 16.14. On suppose que 2 ⩽ dimV ⩽ +∞. Soit (ω, r) ∈ V × R∗
+. Alors

S (ω, r) est connexe par arcs.

Démonstration. Montrer d’abord que : ∀ (ω, r) ∈ V × R∗
+, S(ω, r) ∼ S(0, 1). Il suffit

donc de montrer que S (0, 1) est connexe par arcs. Soit (a, b) ∈ (S (0, 1))2, a ̸= b. Si a ̸= −b,
poser :

γ : t ∈ [0, 1] 7−→ (1 − t)a+ tb

∥(1 − t)a+ tb∥
∈ S(0, 1).

Alors γ est un chemin joignant a à b dans S(0, 1). Si a = −b, soit c ∈ S (0, 1) \{a,−a}.
Alors, d’après l’étape précédente, a est connecté à c, et c est connecté à b, donc a est
connecté à b.

Proposition 16.15. On suppose que 2 ⩽ dimV ⩽ +∞. Soit (ω, r) ∈ V × R∗
+. Alors

V\Bf (ω, r) est connexe par arcs.

Démonstration. Il suffit de montrer que V\Bf (0, 1) est connexe par arcs. Soit (a, b) ∈
(V\Bf (0, 1))2, a ̸= b. On pose c = ∥b∥

∥a∥a. Alors [a, c] ⊂ V\Bf (0, 1) donc a est connecté à
c dans V\Bf (0, 1). De plus c ∈ S (0, ∥b∥). Or S (0, ∥b∥) est connexe par arcs d’après la
proposition 16.14, et S (0, ∥b∥) ⊂ V\Bf (0, 1), donc c est connecté à b dans S (0, ∥b∥), donc
dans V\Bf (0, 1). Ainsi, a est connecté à b dans V\Bf (0, 1).

III Connexité

Définition 16.16 (Espace métrique connexe). S’équivalent :
(i) Il n’existe pas de couple (U ,V) ∈ (P(E)\ {∅})2 d’ouverts disjoints non vides de

(E, d) tel que U ⊔ V = E.
(ii) Il n’existe pas de couple (F,G) ∈ (P(E)\ {∅})2 de fermés disjoints non vides de

(E, d) tel que F ⊔G = E.
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CHAPITRE 16. CONNEXITÉ

(iii) Les seuls ouverts fermés de (E, d) sont ∅ et E.
(iv) ∀Y ∈ P(E)\ {∅, E} , Fr(Y ) ̸= ∅.
(v) Toute application φ ∈ C0 (E, {0, 1}) est constante ({0, 1} étant muni de la distance

usuelle).
Si tel est le cas, on dit que (E, d) est connexe.

Définition 16.17 (Partie connexe d’un espace métrique). X ⊂ E. On dit que X est
connexe lorsque

(
X, d|X2

)
est un espace métrique connexe.

Proposition 16.18. L’image continue d’un connexe est connexe.

Proposition 16.19. Tout espace métrique connexe par arcs est connexe.

Corollaire 16.20. Les parties connexes de R sont les intervalles.

Proposition 16.21. Il existe des espaces métriques connexes mais pas connexes par arcs.

Démonstration. Considérer l’espace

A = ({0} × [−1, 1]) ∪
{(

x, sin
(1
x

))
, x ∈]0, 1]

}
.

Connexité. Montrer que, s’il existait un couple (F,G) ∈ (P (A) \ {∅})2 de fermés disjoints
non vides de A tel que F ⊔G = A, alors F = {0}×[−1, 1] et G =

{(
x, sin

(
1
x

))
, x ∈]0, 1]

}
,

donc G n’est pas fermé car (0, 0) ∈ G\G. C’est absurde, donc A est connexe. Connexité
par arcs. Supposer par l’absurde qu’il existe un chemin γ joignant (0, 0) à (1, sin 1) dans
A. Pour t ∈ [0, 1], notons γ(t) = (α(t), β(t)) ∈ A. Comme γ est continue, α et β sont
continues. Considérer t0 = sup

(
α−1 ({0})

)
= max

(
α−1 ({0})

)
< 1. Poser wn = t0 + 1

n0+n ,
avec n0 ∈ N∗ tel que t0 + 1

n0
< 1. Alors α (wn) −−−−−→

n→+∞
α (t0) = 0 et β (wn) = sin

(
1

α(wn)

)
(car γ (wn) ∈

{(
x, sin

(
1
x

))
, x ∈]0, 1]

}
comme wn > t0), donc (β (wn))n∈N diverge. C’est

absurde, donc A n’est pas connexe par arcs.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−1

−0.5

0

0.5

1

x

y

Un espace métrique connexe mais pas connexe par arcs

Proposition 16.22. Soit K ∈ P(E)N une suite décroissante de parties connexes, com-
pactes et non vides de (E, d). Alors

⋂
n∈NKn est connexe, compact et non vide.

79



CHAPITRE 16. CONNEXITÉ

Démonstration. Non vide. En se plaçant dans l’espace
(
K0, d|K2

0

)
, on applique le théo-

rème 14.35, et on obtient
⋂
n∈NKn ̸= ∅. Compact.

⋂
n∈NKn est un fermé (comme intersec-

tion de fermés) inclus dans K0, qui est compact, donc
⋂
n∈NKn est un compact. Connexe.

On suppose par l’absurde qu’il existe un couple (F,G) ∈ (P (
⋂
n∈NKn) \ {∅})2 de fermés

disjoints non vides de
⋂
n∈NKn tel que F ⊔G =

⋂
n∈NKn. F et G sont des compacts ; on

pose :
ρ = inf

(x,y)∈F×G
d(x, y) = min

(x,y)∈F×G
d(x, y) > 0.

On considère alors :

U =
{
x ∈ E, d(x, F ) < ρ

3

}
et V =

{
x ∈ E, d(x,G) < ρ

3

}
.

U et V sont des ouverts disjoints non vides de E et
⋂
n∈NKn ⊂ U ⊔ V. On considère, pour

n ∈ N :
K̃n = Kn ∩ (E\ (U ⊔ V)) .

Alors K̃ est une suite décroissante de parties compactes, mais
⋂
n∈N K̃n = ∅. Donc il existe

n0 ∈ N tel que K̃n0 = ∅, autrement dit Kn0 ⊂ U ⊔ V. Comme Kn0 est connexe et Kn0 ∩ U
et Kn0 ∩ V sont des ouverts disjoints de Kn0 tels que (Kn0 ∩ U) ⊔ (Kn0 ∩ V) = Kn0 , l’un
des deux est vide ; par exemple : Kn0 ∩ V = ∅. Donc :⋂

n∈N
Kn ⊂ Kn0 ⊂ U .

Il vient G = ∅. C’est absurde. Donc
⋂
n∈NKn est connexe.

Proposition 16.23. On suppose (E, d) compact. Soit u ∈ EN t.q.

d (un, un+1) −−−−−→
n→+∞

0.

Alors Λ(u) est connexe.

IV Applications

Théorème 16.24. On suppose (E, d) connexe. Soit R une relation d’équivalence sur E
t.q.

∀x ∈ X, ∃V ∈ V(x), ∀y ∈ V, xRy.

Alors :
∀(x, y) ∈ E2, xRy.

Démonstration. Soit x ∈ E. On a ∀y ∈ Cl(x), Cl(x) = Cl(y) ∈ V(y), donc Cl(x) est un
ouvert. Or :

Cl(x) = E\
⋃

y∈E\ Cl(x)
Cl(y),

donc Cl(x) est un fermé. Or E est connexe, donc Cl(x) = ∅ ou Cl(x) = E. Mais x ∈ Cl(x)
donc Cl(x) = E.

Lemme 16.25. (P,Q) ∈ R [X1, . . . , Xn]2. On suppose qu’il existe U ouvert non vide de
Rn tel que :

∀x ∈ U , P (x) = Q(x).

Alors P = Q.
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Proposition 16.26. Soit Ω un ouvert connexe de Rn. Soit f : Ω → R localement polyno-
miale, i.e.

∀ω ∈ Ω, ∃V ∈ V(ω), ∃P ∈ R [X1, . . . , Xn] , ∀x ∈ V, f(x) = P (x).

Alors f est polynomiale.

Démonstration. Soit ω ∈ Ω. D’après le lemme 16.25, on peut définir sans ambiguïté
Pω ∈ R [X1, . . . , Xn] t.q. ∃V ∈ V(ω), ∀x ∈ V ∩ Ω, f(x) = Pω(x). On définit alors une
relation d’équivalence R sur Ω, par :

xRy ⇐⇒ Px = Py.

Alors, pour tout ω ∈ Ω, Cl(ω) est un ouvert de Ω. Donc d’après le théorème 16.24 :
Cl(ω) = Ω. D’où ∀x ∈ Ω, f(x) = Pω(x).

Proposition 16.27. On suppose (E, d) compact et connexe, non réduit à un point. Alors
E est équipotent à R.

Démonstration. Première étape. Soit (a, b) ∈ E2, a ̸= b. On pose R = d(a, b). Pour
r ∈ [0, R], choisir φ(r) ∈ S (a, r) (ce qui est possible par connexité de E). Montrer que
l’application φ : [0, R] → E ainsi définie est une injection, donc R ↪→ [0, R] ↪→ E. Deuxième
étape. D’après le corollaire 14.38, (E, d) est séparable ; soit donc D dénombrable et dense
dans E. Soit u : N → D une bijection. Poser alors :

φ :
∣∣∣∣∣E −→ RN

ω 7−→ (d (ω, un))n∈N
.

Montrer que φ est une injection, et en déduire E ↪→ RN ↪→ R. Troisième étape. E ↪→ R et
R ↪→ E, donc d’après le théorème 6.5, E ∼ R.

Proposition 16.28. Soit Ω un ouvert connexe par arcs de (V, ∥·∥). Alors Ω est connexe
par arcs polygonaux, i.e.

∀(a, b) ∈ Ω2, ∃s ∈ N, ∃ (m0, . . . ,ms) ∈ Ωs+1,

m0 = a et ms = b et ∀i ∈ J1, sK, [mi−1,mi] ⊂ Ω.

Démonstration. On définit une relation d’équivalence R sur Ω par :

aRb ⇐⇒ ∃s ∈ N, ∃ (m0, . . . ,ms) ∈ Ωs+1,

m0 = a et ms = b et ∀i ∈ J1, sK, [mi−1,mi] ⊂ Ω.

Soit a ∈ Ω. Soit b ∈ Cl(a) et r > 0 t.q. Bo(b, r) ⊂ Ω. Alors Bo (b, r) ⊂ Cl(b) = Cl(a), donc
Cl(a) est un ouvert de Ω. Donc, d’après le théorème 16.24, Cl(a) = Ω.

V Connexité des groupes linéaires

Notation 16.29. On notera GLn (R) = det−1 (R∗), GL+
n (R) = det−1 (R∗

+
)
, GL−

n (R) =
det−1 (R∗

−
)

et SLn (R) = det−1 ({1}).

Lemme 16.30. SLn (R) est engendré par :{
In + λEkℓ, λ ∈ R, (k, ℓ) ∈ J1, nK2, k ̸= ℓ

}
.
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Proposition 16.31. SLn (R) est connexe par arcs.

Démonstration. SoitA ∈ SLn (R). On écrit, en vertu du lemme précédent,A = (In + λ1Ek1ℓ1) · · · (In + λsEksℓs).
On pose alors :

γ : t ∈ [0, 1] 7−→ (In + tλ1Ek1ℓ1) · · · (In + tλsEksℓs) ∈ SLn (R) .

Alors γ ∈ C0 ([0, 1], SLn (R)), avec γ(0) = In et γ(1) = A. Donc toute matrice de SLn (R)
est connectée à In, donc SLn (R) est connexe par arcs.

Proposition 16.32. GL+
n (R) est connexe par arcs.

Démonstration. Soit B ∈ GL+
n (R). On pose :

φ : t ∈ [0, 1] 7−→ (In + (β(t) − 1)E11)B ∈ GL+
n (R) ,

avec β : t ∈ [0, 1] 7−→ (1 − t) + t
detB ∈ R∗

+. Alors φ ∈ C0 ([0, 1], GL+
n (R)

)
, avec φ(0) = B

et φ(1) ∈ SLn (R). En utilisant le fait que SLn (R) est connexe par arcs, en déduire que
GL+

n (R) est connexe par arcs.

Proposition 16.33. GLn (R) a deux composantes connexes par arcs : GL−
n (R) et GL+

n (R).
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Chapitre 17
Suites et Séries de Fonctions

Notation 17.1. Dans tout le chapitre, (F, ∥·∥) est un espace normé, et X est un ensemble
non vide.

I Convergence simple

Définition 17.2 (Convergence simple). f ∈
(
FX

)N
, ℓ ∈ FX . On dit que f converge

simplement vers ℓ, et on note
fn

s−−−−−→
n→+∞

ℓ,

lorsque
∀x ∈ X, fn(x) −−−−−→

n→+∞
ℓ(x).

Proposition 17.3. f ∈
(
FX

)N
, (ℓ1, ℓ2) ∈

(
FX

)2
. Si fn

s−−−−−→
n→+∞

ℓ1 et fn
s−−−−−→

n→+∞
ℓ2, alors

ℓ1 = ℓ2. On dit alors que ℓ1 est la limite simple de la suite f .

Remarque 17.4. On suppose F ̸= {0}.
(i) Si X est fini, alors la convergence simple correspond à une convergence dans un

espace normé.
(ii) Si X est infini et dénombrable, alors la convergence simple correspond à une conver-

gence dans un espace métrique, mais pas dans un espace normé.
(iii) Si X est non dénombrable, alors la convergence simple ne correspond pas à une

convergence dans un espace métrique.

Proposition 17.5. f ∈
(
FX

)N
, ℓ ∈ FX . On suppose fn

s−−−−−→
n→+∞

ℓ.

(i) Monotonie. X ⊂ R, F = R. Si ∀n ∈ N, fn ↗, alors ℓ ↗.
(ii) Convexité. X une partie convexe d’un R-espace vectoriel de dimension finie, F = R.

Si ∀n ∈ N, fn est convexe, alors ℓ est convexe.
(iii) Linéarité. X et F deux R-espaces vectoriels. Si ∀n ∈ N, fn ∈ L(X,F ), alors ℓ ∈

L(X,F ).

Exemple 17.6. Propriétés ne passant pas à la limite simple.
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(i) Borne supérieure. Pour n ⩾ 2, on définit fn : [0, 1] → R continue et affine par
morceaux de subdivision adaptée

(
0, 1

n ,
2
n , 1

)
, avec f(0) = f

(
2
n

)
= f(1) = 0 et

f
(

1
n

)
= 1. On a fn

s−−−−−→
n→+∞

0, et ∀n ⩾ 2, sup[0,1] fn = 1, mais sup[0,1] 0 = 0.

(ii) Continuité. Pour n ∈ N∗, on définit fn : x ∈ [0, 1] 7−→ xn ∈ R. On a fn
s−−−−−→

n→+∞
1{1},

et ∀n ∈ N∗, fn ∈ C0 ([0, 1],R), mais 1{1} ̸∈ C0 ([0, 1],R).
(iii) Intégrale. Pour n ⩾ 2, on définit fn : [0, 1] → R continue et affine par morceaux de

subdivision adaptée
(
0, 1

n ,
2
n , 1

)
, avec f(0) = f

(
2
n

)
= f(1) = 0 et f

(
1
n

)
= n. On a

fn
s−−−−−→

n→+∞
0, et ∀n ⩾ 2,

∫ 1
0 fn = 1, mais

∫ 1
0 0 = 0.

II Convergence uniforme

II.1 Généralités

Définition 17.7 (Convergence uniforme). f ∈
(
FX

)N
, ℓ ∈ FX . On dit que f converge

uniformément vers ℓ, et on note
fn

u−−−−−→
n→+∞

ℓ,

lorsque
∀ε > 0, ∃n0 ∈ N, ∀n ⩾ n0, ∀x ∈ X, ∥fn(x) − ℓ(x)∥ ⩽ ε.

Proposition 17.8. f ∈
(
FX

)N
, ℓ ∈ FX . Alors :(

fn
u−−−−−→

n→+∞
ℓ

)
=⇒

(
fn

s−−−−−→
n→+∞

ℓ

)
.

Proposition 17.9. f ∈
(
FX

)N
, ℓ ∈ FX . Si ∀n ∈ N, fn est bornée, et fn

u−−−−−→
n→+∞

ℓ, alors
ℓ est bornée, et :

sup
X
fn −−−−−→

n→+∞
sup
X
ℓ.

Proposition 17.10. f ∈
(
FX

)N
, ℓ ∈ FX , ω ∈ X. On munit X d’une distance d. Si

∀n ∈ N, fn est continue en ω et fn
u−−−−−→

n→+∞
ℓ, alors ℓ est continue en ω.

Corollaire 17.11. f ∈
(
FX

)N
, ℓ ∈ FX . On munit X d’une distance d. Si ∀n ∈ N, fn ∈

C0 (X,F ) et fn
u−−−−−→

n→+∞
ℓ, alors ℓ ∈ C0 (X,F ).

Exemple 17.12. Pour n ∈ N∗, on pose fn : x ∈ [0, 1] 7−→ xn. Alors fn converge simple-
ment, mais pas uniformément, vers 1{1}.

II.2 Nouveau point de vue

Notation 17.13. On note :

B(X,F ) =
{
f ∈ FX , ∃A ∈ R+, ∀x ∈ X, ∥f(x)∥ ⩽ A

}
.

On définit de plus :
∥·∥∞ : f ∈ B(X,F ) 7−→ sup

X
∥f∥ .
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Proposition 17.14. (B(X,F ), ∥·∥∞) est un espace vectoriel normé.

Proposition 17.15. f ∈
(
FX

)N
, ℓ ∈ FX . Alors fn

u−−−−−→
n→+∞

ℓ ssi les deux conditions
suivantes sont vérifiées :

(i) ∃n0 ∈ N, ∀n ⩾ n0, (fn − ℓ) ∈ B(X,F ),
(ii) ∥fn − ℓ∥∞ −−−−−→

n→+∞
0.

Proposition 17.16. On munit X d’une distance d. Alors C0 (X,F ) ∩ B (X,F ) est un
sous-espace vectoriel fermé de (B (X,F ) , ∥·∥∞).

III Théorème de Weierstrass

Notation 17.17 (Polynômes de Bernstein). Pour f ∈ C0 ([0, 1],R) et n ∈ N∗, on pose :

Bn (f) =
n∑
k=0

(
n

k

)
f

(
k

n

)
Xk (1 −X)n−k ∈ Rn[X].

Bn(f) est dit polynôme de Bernstein à l’ordre n de f .
Théorème 17.18 (Théorème de Weierstrass).

∀f ∈ C0 ([0, 1],R) , ∃P ∈ R[X]N, Pn
u−−−−−→

n→+∞
f.

Démonstration. Soit f ∈ C0 ([0, 1],R). Montrons que Bn(f) u−−−−−→
n→+∞

f . Première étape.

Soit x ∈ [0, 1], n ∈ N∗. Soit S(x)
n une variable aléatoire t.q. S(x)

n ↪→ B(n, x). Montrer :

(Bn(f)) (x) = E

(
f

(
S

(x)
n

n

))
.

Deuxième étape. Soit ε > 0. f est C0 sur [0, 1], donc UC0. Soit donc η > 0 t.q.

∀(x, y) ∈ [0, 1]2, |x− y| ⩽ η =⇒ |f(x) − f(y)| ⩽ ε

2 .

On majore alors rn(x) = |f(x) − (Bn(f)) (x)|, pour n ∈ N∗ et x ∈ [0, 1] :

rn(x) =
∣∣∣∣∣f(x) − E

(
f

(
S

(x)
n

n

))∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣E
(
f(x) − f

(
S

(x)
n

n

))∣∣∣∣∣
⩽ E

(∣∣∣∣∣f(x) − f

(
S

(x)
n

n

)∣∣∣∣∣
)

=
n∑
k=0

∣∣∣∣f(x) − f

(
k

n

)∣∣∣∣P (S(x)
n = k

)
=

∑
0⩽k⩽n

| k
n

−x|⩽η

∣∣∣∣f(x) − f

(
k

n

)∣∣∣∣P (S(x)
n = k

)

+
∑

0⩽k⩽n
| k

n
−x|>η

∣∣∣∣f(x) − f

(
k

n

)∣∣∣∣P (S(x)
n = k

)

⩽
ε

2 + 2 ∥f∥∞ P
(∣∣∣S(x)

n − nx
∣∣∣ > nη

)
⩽
ε

2 + 2 ∥f∥∞
V
(
S

(x)
n

)
n2η2 = ε

2 + 2 ∥f∥∞
nx(1 − x)
n2η2

⩽
ε

2 + ∥f∥∞
2nη2 .
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En choisissant n0 ∈ N∗ t.q. ∥f∥∞
2n0η2 ⩽ ε

2 , on a :

∀n ⩾ n0, ∀x ∈ [0, 1], |f(x) − (Bn(f)) (x)| ⩽ ε.

Donc Bn(f) u−−−−−→
n→+∞

f .

Corollaire 17.19. ∀f ∈ C0 ([a, b],R) , ∃P ∈ R[X]N, Pn
u−−−−−→

n→+∞
f .

IV Critère uniforme de Cauchy

Définition 17.20 (Critère uniforme de Cauchy). f ∈
(
FX

)N
. On dit que f vérifie le

critère uniforme de Cauchy lorsque :

∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀p ⩾ N, ∀q ⩾ N, ∀x ∈ X, ∥fp(x) − fq(x)∥ ⩽ ε.

Théorème 17.21. f ∈
(
FX

)N
. On suppose F de dimension finie. S’équivalent :

(i) f vérifie le critère uniforme de Cauchy.
(ii) f converge uniformément.

V Convergence uniforme sur tout compact

Vocabulaire 17.22. f ∈
(
FX

)N
, ℓ ∈ FX . Y ⊂ X. On dit que fn

u−−−−−→
n→+∞

ℓ sur Y lorsque

fn|Y
u−−−−−→

n→+∞
ℓ|Y .

Lemme 17.23. ℓ ∈ FX . On munit X d’une distance d. S’équivalent :
(i) ℓ est continue.
(ii) La restriction de ℓ à n’importe quel compact de (X, d) est continue.

Démonstration. (i) ⇒ (ii) Clair. (ii) ⇒ (i) Soit ω ∈ X. Soit u ∈ XN t.q. un −−−−−→
n→+∞

ω.
Montrer (par exemple en utilisant le théorème 14.40) que K = {un, n ∈ N} ∪ {ω} est un
compact de (X, d). Donc ℓ|K est continue, d’où ℓ (un) −−−−−→

n→+∞
ℓ(ω), donc ℓ est continue en

ω.

Proposition 17.24. f ∈
(
FX

)N
, ℓ ∈ FX . On munit X d’une distance d. On suppose :

(i) fn
u−−−−−→

n→+∞
ℓ sur tout compact de (X, d),

(ii) ∀n ∈ N, fn ∈ C0 (X,F ).
Alors ℓ ∈ C0 (X,F ).

VI Théorème d’interversion des limites

Théorème 17.25 (Théorème d’interversion des limites). Ω ⊂ X, ω ∈ Ω. f ∈
(
FΩ
)N

,
ℓ ∈ FΩ. On munit X d’une distance d. On suppose :

(i) F est de dimension finie,
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(ii) fn
u−−−−−→

n→+∞
ℓ sur Ω,

(iii) Pour tout n ∈ N, fn admet une limite en ω.
Alors limn→+∞ limx→ω fn(x) et limx→ω limn→+∞ fn(x) existent, et :

lim
n→+∞

lim
x→ω

fn(x) = lim
x→ω

lim
n→+∞

fn(x).

Démonstration. Si ω ∈ Ω, il suffit d’utiliser la proposition 17.10. Si ω ̸∈ Ω, poser f̃n
le prolongement par continuité de fn en ω, pour n ∈ N. Montrer que

(
f̃n(ω)

)
n∈N

est de
Cauchy donc converge (par le théorème 15.31). Poser :

ℓ̃ : x ∈ Ω ∪ {ω} 7−→
{
ℓ(x) si x ∈ Ω
limn→+∞ f̃n(ω) si x = ω

.

Remarquer que f̃n
u−−−−−→

n→+∞
ℓ̃ sur Ω et f̃n

u−−−−−→
n→+∞

ℓ̃ sur {ω}, donc :

f̃n
u−−−−−→

n→+∞
ℓ̃.

Ainsi, par la proposition 17.10, ℓ̃ est continue en ω. En déduire le résultat.

Corollaire 17.26. Ω une partie non majorée de R. f ∈
(
FΩ
)N

, ℓ ∈ FΩ. On suppose :

(i) F est de dimension finie,
(ii) fn

u−−−−−→
n→+∞

ℓ sur Ω,

(iii) Pour tout n ∈ N, fn admet une limite en +∞.
Alors :

lim
n→+∞

lim
x→+∞

fn(x) = lim
x→+∞

lim
n→+∞

fn(x).

VII Généralités sur les séries de fonctions

Définition 17.27 (Série de fonctions). u ∈
(
FX

)N
. On appelle série de terme général

un, notée
∑
un, la suite (Sn)n∈N, avec Sn =

∑n
k=0 uk. Sn est appelée somme partielle au

rang n de la série
∑
un.

(i) On dit que
∑
un converge simplement lorsque (Sn)n∈N converge simplement.

(ii) On dit que
∑
un converge uniformément lorsque (Sn)n∈N converge uniformément.

Proposition 17.28. u ∈
(
FX

)N
. S’équivalent :

(i)
∑
un converge uniformément.

(ii)
∑
un converge simplement et :

∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀n ⩾ N, ∀x ∈ X,

∥∥∥∥∥∥
∞∑

k=n+1
uk(x)

∥∥∥∥∥∥ ⩽ ε.

Proposition 17.29. u ∈
(
FX

)N
, ω ∈ X. On munit X d’une distance d. Si ∀n ∈

N, un est continue en ω et
∑
un converge uniformément, alors x 7−→

∑∞
n=0 un(x) est

continue en ω.
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Application 17.30. Soit D une partie dénombrable de R. Alors il existe une fonction
f ∈ RR croissante et dont l’ensemble des points de continuité est R\D.

Démonstration. Traiter d’abord le cas où D est fini. En supposant D infini, soit δ : N →
D une bijection. Poser, pour n ∈ N :

un = 1
2n1[δn,+∞[.

Montrer d’abord que
∑
un converge simplement et poser :

S : x ∈ R 7−→
∞∑
n=0

un(x).

Montrer que S convient.

VIII Convergence normale

Définition 17.31 (Convergence normale). u ∈
(
FX

)N
. On dit que

∑
un converge nor-

malement lorsque :
(i) ∀n ∈ N, un est bornée,
(ii)

∑
∥un∥∞ converge.

Proposition 17.32. u ∈
(
FX

)N
. On suppose que F est de dimension finie. Alors :

∑
un converge normalement =⇒

∑
un converge uniformément.

IX Quelques théorèmes qualifiant la convergence simple en
convergence uniforme

Théorème 17.33 (Théorème de Dini). (K, d) un espace métrique compact non vide.
f ∈

(
RK

)N
, ℓ ∈ RK . On suppose :

(i) fn
s−−−−−→

n→+∞
ℓ,

(ii) ∀n ∈ N, fn ∈ C0(K,R),
(iii) ℓ ∈ C0(K,R),
(iv) ∀n ∈ N, fn+1 ⩽ fn.

Alors :
fn

u−−−−−→
n→+∞

ℓ.

Démonstration (Première méthode). Poser d’abord gn = fn − ℓ. On a gn
s−−−−−→

n→+∞
0, et

pour n ∈ N, 0 ⩽ gn+1 ⩽ gn et gn ∈ C0(K,R). Supposer par l’absurde que la convergence
n’est pas uniforme. Comme la suite (∥gn∥∞)n∈N est décroissante, elle est donc minorée
par un certain r > 0. Or, pour n ∈ N, on dispose de ωn ∈ K t.q. |gn (ωn)| = ∥gn∥∞
(en vertu du théorème 14.22). Extraire de ω une sous-suite convergente et en déduire une
contradiction.
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Démonstration (Deuxième méthode). On pose encore gn = fn− ℓ. Pour ε > 0 et n ∈ N,
on pose :

Kn(ε) = {x ∈ K, gn(x) ⩾ ε} .

Alors, à ε fixé, (Kn(ε))n∈N est une suite décroissante de fermés d’intersection vide. D’après
le théorème 14.35, il existe un n0 ∈ N t.q. Kn0(ε) = ∅, d’où ∀n ⩾ n0, Kn(ε) = ∅. Ceci
montre que la convergence est uniforme.

Théorème 17.34. I segment de R. f ∈
(
RI
)N

, ℓ ∈ RI . On suppose :

(i) fn
s−−−−−→

n→+∞
ℓ,

(ii) ∀n ∈ N, fn ↗,
(iii) ℓ ∈ C0 (I,R).

Alors :
fn

u−−−−−→
n→+∞

ℓ.

Corollaire 17.35. I intervalle ouvert de R. f ∈
(
RI
)N

, ℓ ∈ RI . On suppose :

(i) fn
s−−−−−→

n→+∞
ℓ,

(ii) ∀n ∈ N, fn est convexe.
Alors ℓ est convexe, et fn

u−−−−−→
n→+∞

ℓ sur tout segment de I.

Démonstration. Montrer la convexité de ℓ. Avec la proposition 1.22, en déduire que
∀n ∈ N, fn ∈ C0(I,R) et ℓ ∈ C0(I,R). Soit alors [a, b] un segment de I, avec a < b. Soit
ω ∈ I t.q. ω < a. On note, pour n ∈ N, pn la fonction pente de fn en ω, puis on note
q la fonction pente de ℓ en ω. Avec le théorème 17.34, montrer que pn

u−−−−−→
n→+∞

q, puis en

déduire que fn
u−−−−−→

n→+∞
ℓ.

Théorème 17.36. (K, d) un espace métrique compact non vide. f ∈
(
RK

)N
, ℓ ∈ RK . On

suppose :
(i) fn

s−−−−−→
n→+∞

ℓ,

(ii) Il existe ρ > 0 t.q. ∀n ∈ N, fn est ρ-lipschitzienne.
Alors ℓ est ρ-lipschitzienne et fn

u−−−−−→
n→+∞

ℓ.

Démonstration. Utiliser le lemme 14.37.
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Chapitre 18
Intégrales de Fonctions Réglées sur un
Segment

Notation 18.1. Dans tout le chapitre, I = [a, b] est un segment de R, avec a < b, et
(F, ∥·∥F ), (G, ∥·∥G) sont des K-espaces vectoriels normés non nuls de dimension finie,
avec K = R ou C.

I Intégrales de fonctions en escaliers

Définition 18.2 (Subdivision). On appelle subdivision de I tout σ ∈ In+1 t.q.

a = σ0 < σ1 < · · · < σn = b.

On note S(I) l’ensemble des subdivisions de I.

Vocabulaire 18.3. σ = (σ0, . . . , σn) ∈ S(I), τ = (τ0, . . . , τm) ∈ S(I). On dit que σ est
plus fine que τ lorsque {σi, i ∈ J0, nK} ⊃ {τi, i ∈ J0,mK}.

Définition 18.4 (Fonction en escaliers). Une fonction f : I → F est dite en escaliers
lorsqu’il existe σ = (σ0, . . . , σn) ∈ S(I) t.q.

∀i ∈ J1, nK, f|]σi−1,σi[ est constante.

On dit alors que la subdivision σ est adaptée à f . On notera Esc(I, F ) l’ensemble des
fonctions en escaliers I → F .

Proposition 18.5. f ∈ Esc(I, F ), (σ0, . . . , σn) ∈ S(I) adaptée à f . Alors :

f =
n∑
i=0

1{σi}f (σi) +
n∑
i=1

1]σi−1,σi[f

(
σi−1 + σi

2

)
.

Notation 18.6. f ∈ Esc(I, F ), σ = (σ0, . . . , σn) ∈ S(I) adaptée à f . On note alors :

µ
(σ)
F (f) =

n∑
i=1

(σi − σi−1) f
(
σi−1 + σi

2

)
.

Proposition 18.7. f ∈ Esc(I, F ). (σ, τ) ∈ S(I)2 adaptées à f . Alors :

µ
(σ)
F (f) = µ

(τ)
F (f).

90



CHAPITRE 18. INTÉGRALES DE FONCTIONS RÉGLÉES SUR UN
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Démonstration. Montrer que µ(σ)
F (f) = µ

(σ∪τ)
F (f) = µ

(τ)
F (f).

Définition 18.8 (Intégrale d’une fonction en escaliers). Pour f ∈ Esc(I, F ), on pose :

µF (f) = µ
(σ)
F (f),

où σ ∈ S(I) est une subdivision adaptée à f quelconque.

Notation 18.9. On se place dans (B(I, F ), ∥·∥∞).

Proposition 18.10.
(i) Esc(I, F ) est un sous-espace vectoriel de B(I, F ).
(ii) µF ∈ LC (Esc(I, F ), F ).
(iii) |||µF ||| = b− a.

Proposition 18.11. Si f ∈ Esc(I, F ) et ψ ∈ GF , alors (ψ ◦ f) ∈ Esc(I,G).

Proposition 18.12. Si f ∈ Esc(I, F ) et Λ ∈ L(F,G), alors :

(Λ ◦ µF ) (f) = µG (Λ ◦ f) .

Proposition 18.13 (Inégalité triangulaire). Si f ∈ Esc(I, F ), alors ∥f∥F ∈ Esc(I,R) et :

∥µF (f)∥F ⩽ µR (∥f∥F ) .

II Fonctions continues par morceaux

Définition 18.14 (Fonction continue par morceaux). Une fonction f : I → F est dite
continue par morceaux lorsqu’il existe (σ0, . . . , σn) ∈ S(I) et (φ1, . . . , φn) ∈ F [σ0,σ1] ×· · ·×
F [σn−1,σn] t.q. :

(i) ∀i ∈ J1, nK, φi ∈ C0 ([σi−1, σi] , F ),
(ii) ∀i ∈ J1, nK, f|]σi−1,σi[ = φi|]σi−1,σi[ .

On notera C0
pm(I, F ) l’ensemble des fonctions continues par morceaux I → F .

Proposition 18.15. f ∈ F I . Alors f ∈ C0
pm(I, F ) ssi il existe (σ0, . . . , σn) ∈ S(I) t.q.

(i) ∀i ∈ J1, nK, f|]σi−1,σi[ ∈ C0 (]σi−1, σi[ , F ),
(ii) ∀i ∈ J1, nK, f admet une limite à gauche en σi,
(iii) ∀i ∈ J0, nJ, f admet une limite à droite en σi.

Proposition 18.16.
C0
pm(I, F ) = Esc(I, F ) + C0(I, F ).

En particulier, C0
pm est un sous-espace vectoriel de B(I, F ).

Proposition 18.17. C0
pm(I, F ) ⊊ Esc(I, F ) (au sens de (B(I, F ), ∥·∥∞)).
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III Fonctions réglées

Définition 18.18 (Fonction réglée). On note :

R(I, F ) = Esc(I, F ).

Les éléments de R(I, F ) sont dits fonctions réglées.

Proposition 18.19. f ∈ F I . S’équivalent :
(i) f ∈ R(I, F ).
(ii) f admet une limite à gauche en tout point de ]a, b] et une limite à droite en tout

point de [a, b[.

Démonstration. (i) ⇒ (ii) Pour x0 ∈]a, b], appliquer le théorème d’interversion des
limites (théorème 17.25) à f|[a,x0[ . (ii) ⇒ (i) Soit ε > 0. On pose :

A =
{
c ∈]a, b], ∃v ∈ Esc ([a, c], F ) ,

∥∥∥v − f|[a,c]

∥∥∥
∞

⩽ ε
}
.

On veut montrer que b ∈ A. Première étape : A ≠ ∅. En effet, lima+ f existe ; soit donc
c ∈]a, b] t.q. ∀t ∈]a, c], ∥f(t) − lima+ f∥F ⩽ ε. Poser alors :

v : t ∈ [a, c] 7−→
{
f(a) si t = a

lima+ f sinon
,

et montrer que v ∈ Esc ([a, c], F ) et que
∥∥∥v − f|[a,c]

∥∥∥
∞

⩽ ε. Ainsi, c ∈ A, donc A ≠
∅. Deuxième étape : A admet un maximum. Comme A est non vide et majoré, soit
m = sup A. Supposons par l’absurde m ̸∈ A. Comme limm− f existe, soit d ∈ [a,m[ t.q.
∀t ∈ [d,m[, ∥f(t) − limm− f∥F ⩽ ε. Comme m = sup A ̸∈ A, soit x ∈ [d,m[∩A, et soit
u ∈ Esc ([a, x], F ) t.q.

∥∥∥u− f|[a,x]

∥∥∥
∞

⩽ ε. Poser alors :

v : t ∈ [a,m] 7−→


u(t) si t ∈ [a, x]
limm− f si t ∈]x,m[
f(m) si t = m

,

et montrer que v ∈ Esc ([a,m], F ) et que
∥∥∥v − f|[a,m]

∥∥∥
∞

⩽ ε. Ainsi, m ∈ A ; c’est absurde.
Troisième étape : max A = b. Pour cela, supposer par l’absurde m = max A < b, utiliser
le fait que limm+ f existe, et raisonner comme précédemment. Conclusion : b ∈ A.

Corollaire 18.20. Toute fonction f : I → R monotone est réglée.

Proposition 18.21. Toute fonction f : I → R réglée possède un nombre dénombrable de
points de discontinuité.

IV Intégrales de fonctions réglées

Lemme 18.22. u ∈ Esc(I, F )N, f ∈ R(I, F ). On suppose que

un
u−−−−−→

n→+∞
f.

Alors la suite (µF (un))n∈N converge.
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Démonstration. Montrer que (µF (un))n∈N est de Cauchy, puis utiliser le théorème 15.31.

Lemme 18.23. (u, v) ∈
(
Esc(I, F )N

)2
, f ∈ R(I, F ). On suppose que

un
u−−−−−→

n→+∞
f et vn

u−−−−−→
n→+∞

f.

Alors :
lim

n→+∞
µF (un) = lim

n→+∞
µF (vn) .

Démonstration. Poser w ∈ Esc(I, F )N définie par :

∀n ∈ N, wn =
{
un/2 si 2 | n
v(n−1)/2 si 2 ∤ n

.

Alors wn
u−−−−−→

n→+∞
f , donc ℓ = limn→+∞ µF (wn) existe. Or (µF (un))n∈N et (µF (vn))n∈N

sont des sous-suites de (µF (wn))n∈N, d’où limn→+∞ µF (un) = limn→+∞ µF (vn) = ℓ.

Définition 18.24 (Intégrale d’une fonction réglée). Pour f ∈ R(I, F ), on pose :

µ̃F (f) = lim
n→+∞

µF (un) ,

où u ∈ Esc(I, F )N est une suite de fonctions en escaliers convergeant uniformément vers
f .

Proposition 18.25. ∀f ∈ Esc(I, F ), µ̃F (f) = µF (f).

Notation 18.26. Pour f ∈ R(I, F ), on notera :∫ b

a
f = µ̃F (f).

Proposition 18.27.
(i) µ̃F ∈ LC (R(I, F ), F ).
(ii) |||µ̃F ||| = b− a.

Corollaire 18.28. f ∈ R(I, F )N, ℓ ∈ R(I, F ). Si fn
u−−−−−→

n→+∞
ℓ, alors :

∫ b

a
fn −−−−−→

n→+∞

∫ b

a
ℓ.

Corollaire 18.29. u ∈ R(I, F )N. Si
∑
un converge uniformément, alors∫ b

a

( ∞∑
n=0

un(t)
)

dt =
∞∑
n=0

∫ b

a
un(t) dt.

Proposition 18.30 (Inégalité triangulaire). Si f ∈ R(I, F ), alors ∥f∥F ∈ R(I,R) et :∥∥∥∥∥
∫ b

a
f

∥∥∥∥∥
F

⩽
∫ b

a
∥f∥F .

93



CHAPITRE 18. INTÉGRALES DE FONCTIONS RÉGLÉES SUR UN
SEGMENT

Proposition 18.31. Si f ∈ R(I, F ) et Λ ∈ L(F,G), alors (Λ ◦ f) ∈ R(I,G) et :

Λ
(∫ b

a
f

)
=
∫ b

a
(Λ ◦ f) .

Corollaire 18.32. f ∈ F I . (e1, . . . , ed) base de F , (e∗
1, . . . , e

∗
d) base duale. Alors f ∈

R(I, F ) ssi ∀i ∈ J1, dK, (e∗
i ◦ f) ∈ R (I,R). Si tel est le cas :

∫ b

a
f =

d∑
i=1

(∫ b

a
(e∗
i ◦ f)

)
ei.

Proposition 18.33 (Relation de Chasles). f ∈ R(I, F ). c ∈ I̊. Alors f ∈ R(I, F ) ssi
f|[a,c] ∈ R ([a, c], F ) et f|[c,b] ∈ R ([c, b], F ). Si tel est le cas :∫ b

a
f =

∫ c

a
f +

∫ b

c
f.

Notation 18.34. On notera
∫ a
b f = −

∫ b
a f .

V Sommes de Riemann

Définition 18.35 (Subdivision pointée). On appelle subdivision pointée de I tout σ∗ =
((x0, . . . , xn) , (y1, . . . , yn)) ∈ In+1 × In t.q.

(i) a = x0 < · · · < xn = b,
(ii) ∀i ∈ J1, nK, xi−1 ⩽ yi ⩽ xi.

On définit alors le pas de σ∗ :

|σ∗| = max
1⩽i⩽n

(xi − xi−1) .

On note S∗(I) l’ensemble des subdivisions pointées de I.

Définition 18.36 (Somme de Riemann). σ∗ = ((x0, . . . , xn) , (y1, . . . , yn)) ∈ S∗(I). f ∈
R(I, F ). On pose :

Σσ∗ (f) =
n∑
i=1

(xi − xi−1) f (yi) .

Lemme 18.37. σ∗ ∈ S∗(I). Alors :
(i) Σσ∗ ∈ LC (R(I, F ), F ).
(ii) |||Σσ∗ ||| = b− a.

Lemme 18.38. σ∗ ∈ S∗(I)N t.q.
∣∣∣σ∗
p

∣∣∣ −−−−→
p→+∞

0. On pose :

V =
{
f ∈ R(I, F ), Σσ∗

p
(f) −−−−→

p→+∞

∫ b

a
f

}
.

Alors :
(i) V est un sous-espace vectoriel de R(I, F ).
(ii) V est un fermé de R(I, F ) (au sens de ∥·∥∞).
(iii) V ⊃ Esc(I, F ).
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CHAPITRE 18. INTÉGRALES DE FONCTIONS RÉGLÉES SUR UN
SEGMENT

Démonstration. (iii) Montrer que, pour tout (u, v) ∈ I2 et pour tout ω ∈ F :

1[u,v]ω ∈ V.

Conclure avec le (i) et la proposition 18.5.

Théorème 18.39. σ∗ ∈ S∗(I)N t.q.
∣∣∣σ∗
p

∣∣∣ −−−−→
p→+∞

0. Alors :

∀f ∈ R(I, F ), Σσ∗
p
(f) −−−−→

p→+∞

∫ b

a
f.
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Chapitre 19
Dérivation

Notation 19.1. Dans tout le chapitre, I est un intervalle non trivial de R, et (F, ∥·∥F ),
(G, ∥·∥G) sont des K-espaces vectoriels normés non nuls de dimension finie, avec K =
R ou C.

I Dérivée

Définition 19.2 (Dérivée). f ∈ F I , ω ∈ I. On dit que f est dérivable en ω lorsque
t ∈ I\{ω} 7−→ f(t)−f(ω)

t−ω admet une limite en ω. On définit alors :

f ′(ω) = lim
t→ω
t̸=ω

f(t) − f(ω)
t− ω

.

Proposition 19.3. f ∈ F I , ω ∈ I. Si f est dérivable en ω et Λ ∈ L(F,G), alors (Λ ◦ f)
est dérivable en ω et :

(Λ ◦ f)′ (ω) = Λ
(
f ′(ω)

)
.

Corollaire 19.4. f ∈ F I , ω ∈ I. (e1, . . . , ed) base de F , (e∗
1, . . . , e

∗
d) base duale. Alors f

est dérivable en ω ssi ∀i ∈ J1, dK, (e∗
i ◦ f) est dérivable en ω. Si tel est le cas :

f ′(ω) =
d∑
i=1

(e∗
i ◦ f)′ (ω) · ei.

II Inégalité des accroissements finis et conséquences

Théorème 19.5 (Inégalité des accroissements finis). f ∈ F [a,b], φ ∈ R[a,b], avec a < b.
On suppose :

(i) f et φ sont continues sur [a, b],
(ii) f et φ sont dérivables en tout point de ]a, b[,
(iii) ∀t ∈]a, b[, ∥f ′(t)∥F ⩽ φ′(t).

Alors :
∥f(b) − f(a)∥F ⩽ φ(b) − φ(a).
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CHAPITRE 19. DÉRIVATION

Démonstration. Pour ε > 0, on pose :

g : t ∈ [a, b] 7−→ ∥f(t) − f(a)∥F − (φ(t) − φ(a) + ε(t− a) + ε) ,

A(ε) = {t ∈ [a, b], g(t) ⩽ 0} .

Il suffit de montrer : ∀ε > 0, b ∈ A(ε). On fixe donc ε > 0. Première étape : A(ε)∩]a, b] ̸= ∅.
En effet, g(a) = −ε < 0, et g est continue, donc il existe u ∈]a, b] t.q. g(u) ⩽ 0. Deuxième
étape : A(ε) est fermé. En effet, A(ε) = g−1 (R−). Troisième étape : A(ε) admet un plus
grand élément. En effet, A(ε) est non vide et majoré donc admet une borne supérieure,
qui est un maximum car A(ε) est fermé. Quatrième étape : max A(ε) = b. On suppose par
l’absurde que c = max A(ε) < b. D’après la première étape, on a c ∈]a, b[. Donc f et φ
sont dérivables en c : soit (d1, d2) ∈]c, b]2 t.q.

∀t ∈ ]c, d1] ,
∥∥∥∥f(t) − f(c)

t− c
− f ′(c)

∥∥∥∥
F
⩽
ε

2 ,

∀t ∈ ]c, d2] ,
∣∣∣∣φ(t) − φ(c)

t− c
− φ′(c)

∣∣∣∣ ⩽ ε

2 .

On pose d = min (d1, d2). Montrons que d ∈ A(ε) :

∥f(d) − f(a)∥F ⩽ ∥f(d) − f(c)∥F + ∥f(c) − f(a)∥F
⩽
∥∥f(d) − f(c) − (d− c)f ′(c)

∥∥
F +

∥∥(d− c)f ′(c)
∥∥
F + φ(c)

− φ(a) + ε(c− a) + ε

⩽
ε

2(d− c) + (d− c)
∥∥f ′(c)

∥∥
F + φ(c) − φ(a) + ε(c− a) + ε

⩽
ε

2(d− c) + (d− c)φ′(c) + φ(c) − φ(a) + ε(c− a) + ε

= (d− c)
(
φ′(c) + ε

2

)
+ φ(c) − φ(a) + ε(c− a) + ε

⩽ (d− c) ·
(
φ(d) − φ(c)

d− c
+ ε

)
+ φ(c) − φ(a) + ε(c− a) + ε

= φ(d) − φ(a) + ε(d− a) + ε.

Donc d ∈ A(ε), et d > c. C’est absurde. Conclusion : b ∈ A(ε).

Proposition 19.6. f ∈ F I dérivable en tout point de I. ρ ∈ R+. S’équivalent :
(i) f est ρ-lipschitzienne.
(ii) ∀t ∈ I, ∥f ′(t)∥F ⩽ ρ.

Corollaire 19.7. f ∈ F I dérivable en tout point de I. S’équivalent :
(i) f est constante.
(ii) f ′ = 0.

III Relation intégrales-primitives

Définition 19.8 (Primitive). g ∈ F I . On appelle primitive de g toute application Γ ∈ F I

dérivable en tout point de I et telle que Γ′ = g.

Proposition 19.9. g ∈ F I . Si Γ ∈ F I est une primitive de g, alors les primitives de g
sont les Γ + u, où u ∈ F .
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CHAPITRE 19. DÉRIVATION

Définition 19.10 (Fonction réglée sur un intervalle). g ∈ F I . S’équivalent :
(i) La restriction de g à tout segment est réglée.
(ii) g admet une limite à gauche en tout point de I\ {inf I} et une limite à droite en tout

point de I\ {sup I}.
On dit alors que g est réglée. Et on note R(I, F ) l’ensemble des fonctions réglées I → F .

Proposition 19.11. Si g ∈ C0(I, F ), alors g possède une primitive.

Démonstration. Soit a ∈ I. Poser :

Γ : x ∈ I 7−→
∫ x

a
g.

Montrer que la restriction de Γ à tout segment est lipschitzienne donc continue. Montrer
ensuite, pour tout ω ∈ I :

Γ′
g(ω) = lim

ω−
g et Γ′

d(ω) = lim
ω+

g.

En déduire que Γ est dérivable et que Γ′ = g.

Théorème 19.12 (Théorème fondamental de l’analyse). f ∈ C1(I, F ). Alors :

∀(a, b) ∈ I2, f(b) − f(a) =
∫ b

a
f ′.

Définition 19.13 (Fonction C1 par morceaux). Une fonction f : [a, b] → F est dite C1 par
morceaux lorsqu’il existe (σ0, . . . , σn) ∈ S ([a, b]) et (φ1, . . . , φn) ∈ F [σ0,σ1]×· · ·×F [σn−1,σn]

t.q. :
(i) ∀i ∈ J1, nK, φi ∈ C1 ([σi−1, σi] , F ),
(ii) ∀i ∈ J1, nK, f|]σi−1,σi[ = φi|]σi−1,σi[ .

On notera C1
pm ([a, b], F ) l’ensemble des fonctions C1 par morceaux [a, b] → F .

Proposition 19.14. f ∈ C1
pm ([a, b], F ) ∩ C0 ([a, b], F ). On pose :

f̃ ′ : t ∈ [a, b] 7−→
{
f ′(t) si f est dérivable en t

0 sinon
.

Alors f̃ ′ ∈ C0
pm ([a, b], F ) et :

f(b) − f(a) =
∫ b

a
f̃ ′.

IV Dérivation d’une limite

Théorème 19.15. f ∈
(
F I
)N

, φ ∈ F I . On suppose :

(i) ∀n ∈ N, fn ∈ C1(I, F ),
(ii) ∃a ∈ I, (fn(a))n∈N converge,

(iii) f ′
n

u−−−−−→
n→+∞

φ sur tout intervalle borné de I.

Alors il existe Φ ∈ F I t.q.
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(i) fn
s−−−−−→

n→+∞
Φ,

(ii) Φ ∈ C1(I, F ) et Φ′ = φ,
(iii) fn

u−−−−−→
n→+∞

Φ sur tout intervalle borné de I.

Démonstration. Montrer d’abord que φ ∈ C0 (I, F ). Soit a ∈ I tel que fn(a) −−−−−→
n→+∞

ℓ ∈
F . Poser :

Φ : x ∈ I 7−→ ℓ+
∫ x

a
φ ∈ F.

(ii) est une conséquence du théorème fondamental de l’analyse (théorème 19.12). On va
montrer (iii), et on en déduira aisément (i). Soit J un intervalle borné de I. Quitte à
agrandir J , on peut supposer a ∈ J . Pour n ∈ N et x ∈ J , on a :

∥fn(x) − Φ(x)∥F =
∥∥∥∥fn(a) +

∫ x

a
f ′
n − ℓ−

∫ x

a
φ

∥∥∥∥
F

⩽ ∥fn(a) − ℓ∥F +
∥∥∥∥∫ x

a

(
f ′
n − φ

)∥∥∥∥
F

⩽ ∥fn(a) − ℓ∥F + δ(J) ·
∥∥f ′
n − φ

∥∥∞
J
,

où δ(J) = supJ − inf J . Donc :

∥fn − Φ∥∞
J
⩽ ∥fn(a) − ℓ∥F + δ(J) ·

∥∥f ′
n − φ

∥∥∞
J

−−−−−→
n→+∞

0.

Remarque 19.16. Le théorème précédent reste valable avec les modifications suivantes :
(i) On peut remplacer “sur tout intervalle borné de I” par “sur tout segment de I”.
(ii) On peut remplacer C1 par dérivable.

Démonstration. (ii) Utiliser l’inégalité des accroissements finis (théorème 19.5) et le
critère uniforme de Cauchy (théorème 17.21).

Exemple 19.17. La fonction suivante est dérivable mais pas C1 :

f : x ∈ R 7−→

x2 sin
(

1
x

)
si x ̸= 0

0 si x = 0
.

Proposition 19.18. f ∈
(
F I
)N

, φ ∈ F I . On suppose :

(i) ∀n ∈ N, fn ∈ Cp(I, F ),

(ii) ∀k ∈ J0, pJ, ∃ak ∈ I,
(
f

(k)
n (ak)

)
n∈N

converge,

(iii) f
(p)
n

u−−−−−→
n→+∞

φ sur tout intervalle borné de I.

Alors il existe Φ ∈ F I t.q.
(i) fn

s−−−−−→
n→+∞

Φ,

(ii) Φ ∈ Cp(I, F ),

(iii) ∀k ∈ J0, pK, f (k)
n

u−−−−−→
n→+∞

Φ(k) sur tout intervalle borné de I.
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V Dérivation sous le signe somme

Théorème 19.19. u ∈
(
F I
)N

. On suppose :

(i) ∀n ∈ N, un ∈ C1(I, F ),
(ii) ∃a ∈ I,

∑
un(a) converge,

(iii)
∑
u′
n converge uniformément sur tout intervalle borné de I.

Alors :
(i)

∑
un converge simplement, et on pose :

S : x ∈ I 7−→
∞∑
n=0

un(x),

(ii) S ∈ C1(I, F ) et :

∀x ∈ I, S′(x) =
∞∑
n=0

u′
n(x),

(iii)
∑
un converge uniformément sur tout intervalle borné de I.

Proposition 19.20. u ∈
(
F I
)N

. On suppose :

(i) ∀n ∈ N, un ∈ Cp(I, F ),

(ii) ∀k ∈ J0, pJ, ∃ak ∈ I,
∑
u

(k)
n (ak) converge,

(iii)
∑
u

(p)
n converge uniformément sur tout intervalle borné de I.

Alors :
(i)

∑
un converge simplement, et on pose :

S : x ∈ I 7−→
∞∑
n=0

un(x),

(ii) S ∈ Cp(I, F ) et :

∀k ∈ J0, pK, ∀x ∈ I, S(k)(x) =
∞∑
n=0

u(k)
n (x),

(iii)
∑
un converge uniformément sur tout intervalle borné de I.
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Chapitre 20
Séries Entières

I Généralités

Définition 20.1 (Série entière). On appelle série entière toute série de fonctions
∑
fn,

t.q. il existe a ∈ CN t.q. pour n ∈ N,

fn : z ∈ C 7−→ anz
n ∈ C.

La série entière
∑
fn sera notée (abusivement)

∑
anz

n.

Lemme 20.2 (Lemme d’Abel). a ∈ CN, Z0 ∈ C.
(i) Si la suite (anZn0 )n∈N est bornée, alors ∀ρ ∈ ]0, |Z0|[ ,

∑
anz

n converge normalement
sur Bf (0, ρ).

(ii) Si la suite (anZn0 )n∈N n’est pas bornée, alors ∀Z ∈ C, |Z| ⩾ |Z0| =⇒
∑
anZ

n diverge.

Proposition 20.3. a ∈ CN. On pose :

I =
{
r ∈ R+, (anrn)n∈N est bornée

}
.

Alors I est un intervalle de R+ contenant 0. Et on notera :

ρ
(∑

anz
n
)

= sup I ∈ R+.

Proposition 20.4. a ∈ CN, Z ∈ C.
(i) Si |Z| < ρ (

∑
anz

n), alors
∑
anZ

n converge absolument.
(ii) Si |Z| > ρ (

∑
anz

n), alors
∑
anZ

n diverge.

Notation 20.5. a ∈ CN. On notera :

D
(∑

anz
n
)

=
{
Z ∈ C,

∑
anZ

n converge
}
.

Proposition 20.6. a ∈ CN. On note D = D (
∑
anz

n) et R = ρ (
∑
anz

n).
(i) Si R = 0, alors D = {0}.
(ii) Si R ∈ R∗

+, alors :
Bo(0, R) ⊂ D ⊂ Bf (0, R).

(iii) Si R = +∞, alors D = C.

Proposition 20.7. a ∈ CN. On note R = ρ (
∑
anz

n) et on suppose que R ∈ R∗
+. Alors :

(i) Pour tout Z ∈ Bo(0, R), la série
∑
anZ

n converge de façon géométrique.
(ii) La série entière

∑
anz

n converge normalement sur tout compact inclus dans Bo(0, R).
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II Détermination du rayon de convergence

II.1 Observation des suites (anZn)n∈N

Proposition 20.8. a ∈ CN, Z ∈ C.
(i) Si

∑
anZ

n converge, alors |Z| ⩽ ρ (
∑
anz

n). Sinon, |Z| ⩾ ρ (
∑
anz

n).
(ii) Si anZn −−−−−→

n→+∞
0, alors |Z| ⩽ ρ (

∑
anz

n). Sinon, |Z| ⩾ ρ (
∑
anz

n).

(iii) Si (anZn)n∈N est bornée, alors |Z| ⩽ ρ (
∑
anz

n). Sinon, |Z| ⩾ ρ (
∑
anz

n).

II.2 Plasticité des an

Proposition 20.9. a ∈ CN. Alors :

ρ
(∑

anz
n
)

= ρ
(∑

|an| zn
)
.

Proposition 20.10. (a, b) ∈
(
CN
)2

. Alors :

an = O (bn) =⇒ ρ
(∑

anz
n
)
⩾ ρ

(∑
bnz

n
)
.

Démonstration. Si ρ (
∑
bnz

n) = 0, l’inégalité est bien vérifiée. Sinon, soit r ∈ [0, ρ (
∑
bnz

n)[.
Alors

∑
bnr

n converge absolument, et anrn = O (bnrn), donc
∑
anr

n converge absolument.
Donc r ⩽ ρ (

∑
anz

n). On a montré :

∀r ∈
[
0, ρ

(∑
bnz

n
)[
, r ⩽ ρ

(∑
anz

n
)
.

En faisant tendre r → ρ (
∑
bnz

n), il vient ρ (
∑
bnz

n) ⩽ ρ (
∑
anz

n).

Corollaire 20.11. (a, b) ∈
(
CN
)2

. Alors :

an = O (bn) et bn = O (an) =⇒ ρ
(∑

anz
n
)

= ρ
(∑

bnz
n
)
.

Proposition 20.12. a ∈ CN. Si ε ∈ CN stationne en 0, alors :

ρ
(∑

(an + εn) zn
)

= ρ
(∑

anz
n
)
.

Proposition 20.13. a ∈ CN. Alors :

ρ
(∑

anz
n
)

= ρ
(∑

an+1z
n
)
.

II.3 Opérations algébriques

Proposition 20.14. (a, b) ∈
(
CN
)2

. Alors :

ρ
(∑

(an + bn) zn
)
⩾ min

[
ρ
(∑

anz
n
)
, ρ
(∑

bnz
n
)]
,

avec égalité dès que ρ (
∑
anz

n) ̸= ρ (
∑
bnz

n).

Proposition 20.15. a ∈ CN, λ ∈ C∗. Alors :

ρ
(∑

anλ
nzn

)
= 1

|λ|
· ρ
(∑

anz
n
)
.

102



CHAPITRE 20. SÉRIES ENTIÈRES

Notation 20.16 (Séries lacunaires). a ∈ CN, φ une extraction. Pour n ∈ N, on pose :

un : z ∈ C 7−→ anz
φ(n) ∈ C.

La série
∑
un n’est pas à proprement parler une série entière, cependant on lui associera

la série entière
∑
bnz

n, où b ∈ CN est définie par :

∀n ∈ N, bφ(n) = an et ∀n ∈ N\φ(N), bn = 0.

La série entière
∑
bnz

n sera notée
∑
anz

φ(n).

Exemple 20.17. ρ
(∑

n!zn!
)

= 1.

Proposition 20.18. (a, b) ∈
(
CN
)2

. On note c le produit de Cauchy de a et b :

∀n ∈ N, cn =
n∑
k=0

akbn−k =
∑

(i,j)∈N2

i+j=n

aibj .

Alors :
ρ
(∑

cnz
n
)
⩾ min

[
ρ
(∑

anz
n
)
, ρ
(∑

bnz
n
)]
.

Et :

∀Z ∈ C, |Z| < min
[
ρ
(∑

anz
n
)
, ρ
(∑

bnz
n
)]

=⇒
∞∑
n=0

cnZ
n =

( ∞∑
n=0

anZ
n

)( ∞∑
n=0

bnZ
n

)
.

II.4 Règle de d’Alembert

Proposition 20.19. a ∈ CN. On suppose :∣∣∣∣an+1
an

∣∣∣∣ −−−−−→
n→+∞

ℓ ∈ R+.

Alors :
ρ
(∑

anz
n
)

= 1
ℓ
.

III Dérivation complexe

Définition 20.20 (C-dérivation). Ω ouvert non vide de C. f ∈ CΩ, ω ∈ Ω. On dit que f
est C-dérivable en ω lorsque z ∈ Ω\{ω} 7−→ f(z)−f(ω)

z−ω admet une limite en ω. On définit
alors :

f ′(ω) = lim
z→ω
z ̸=ω

f(z) − f(ω)
z − ω

.

Proposition 20.21. P =
∑d
k=0 λkX

k ∈ C[X]. Alors P est C-dérivable en tout point de
C, et sa C-dérivée est égale à sa dérivée formelle :

∀z ∈ C, P ′(z) =
d−1∑
k=0

(k + 1)λk+1z
k.
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Démonstration. Soit z ∈ C, h ∈ C\{0} :

P (z + h) − P (z)
(z + h) − z

= 1
h

d∑
k=0

λk
[
(z + h)k − zk

]

=
d∑

k=1
λk

k−1∑
j=0

(z + h)j zk−1−j −−−→
h→0

d∑
k=1

kλkz
k−1.

Proposition 20.22. Ω ouvert non vide de C. f ∈ CΩ. Si f est C-dérivable en tout point
de Ω alors f ′ est C-dérivable en tout point de Ω.

Proposition 20.23. Ω,U ouverts non vides de C. (f, g) ∈
(
CΩ
)2

, h ∈ CU , (λ, µ) ∈ C2,
ω ∈ Ω t.q. f(ω) ∈ U .

(i) Si f est C-dérivable en ω, et h est C-dérivable en f(ω), alors (h ◦ f) est C-dérivable
en ω, et :

(h ◦ f)′ (ω) = f ′(ω) · h′ (f(ω)) .

(ii) Si f et g sont C-dérivables en ω, alors (λf + µg) est C-dérivable en ω, et :

(λf + µg)′ (ω) = λf ′(ω) + µg′(ω).

(iii) Si f et g sont C-dérivables en ω, alors fg est C-dérivable en ω, et :

(fg)′ (ω) = f ′(ω)g(ω) + f(ω)g′(ω).

Théorème 20.24. a ∈ CN. On pose R = ρ (
∑
anz

n) et on suppose R ∈ ]0,+∞]. On
définit :

S : Z ∈ Bo(0, R) 7−→
∞∑
n=0

anZ
n ∈ C.

Alors :
(i) ρ (

∑
(n+ 1)an+1z

n) = ρ (
∑
anz

n).
(ii) S est C-dérivable en tout point de Bo(0, R), et :

∀Z ∈ Bo(0, R), S′(Z) =
∞∑
n=0

(n+ 1)an+1Z
n.

Démonstration. (i) Soit r ∈ [0, ρ (
∑
anz

n)[. Soit r′ ∈ ]r, ρ (
∑
anz

n)[. Alors :

(n+ 1) |an+1| rn = n+ 1
r′

(
r

r′

)n
|an+1| r′n+1 = o

(
|an+1| r′n+1

)
.

Or
∑
an+1r

′n+1 converge absolument car r′ < ρ (
∑
anz

n) ; donc
∑

(n+ 1)an+1r
n converge

absolument, d’où r ⩽ ρ (
∑

(n+ 1)an+1z
n). Ceci montre que ρ (

∑
anz

n) ⩽ ρ (
∑

(n+ 1)an+1z
n).

Montrer l’autre inégalité. (ii) Soit Z0 ∈ Bo(0, R), h ∈ C t.q. (Z0 + h) ∈ Bo(0, R)\ {Z0}.
Montrer d’abord :

S (Z0 + h) − S (Z0)
(Z0 + h) − Z0

=
∞∑
n=1

an

n−1∑
j=0

(Z0 + h)j Zn−1−j
0 .
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Soit alors r > 0 t.q. Bf (Z0, r) ⊂ Bo(0, R). On pose, pour n ∈ N∗ :

Pn : h ∈ Bf (0, r) 7−→ an

n−1∑
j=0

(Z0 + h)j Zn−1−j
0 .

Pn est C0 (car polynomiale) sur Bf (0, r). On a vu que
∑
Pn converge simplement. Montrons

que la convergence est normale :

∀n ∈ N∗, ∀h ∈ Bf (0, r), |Pn(h)| ⩽ |an|
n−1∑
j=0

(|Z0| + r)j (|Z0| + r)n−1−j

= n |an| (|Z0| + r)n−1 .

Ainsi :
∀n ∈ N∗, ∥Pn∥∞ ⩽ n |an| (|Z0| + r)n−1 .

Or |Z0|+r < R = ρ (
∑
anz

n) = ρ (
∑

(n+ 1)an+1z
n) d’après le (i), donc

∑
n |an| (|Z0| + r)n−1

converge, d’où
∑
Pn converge normalement. D’après le théorème 17.25, il vient :

lim
h→0
h̸=0

S (Z0 + h) − S (Z0)
(Z0 + h) − Z0

= lim
h→0
h̸=0

lim
N→+∞

N∑
n=1

Pn(h)

= lim
N→+∞

lim
h→0
h̸=0

N∑
n=1

Pn(h) =
∞∑
n=1

nanZ
n−1
0 .
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Chapitre 21
L’Exponentielle Complexe

I Définition

Proposition 21.1. ρ
(∑ zn

n!

)
= +∞.

Définition 21.2 (Exponentielle). On définit :

exp :

∣∣∣∣∣∣∣∣
C −→ C

z 7−→
∞∑
n=0

zn

n!
.

Proposition 21.3. exp ∈ C0 (C,C).

Proposition 21.4. exp est C-dérivable en tout point de C et :

exp′ = exp .

Proposition 21.5.

∀ (z1, z2) ∈ C2, exp (z1) exp (z2) = exp (z1 + z2) .

Corollaire 21.6. exp : C → C∗ est un morphisme de groupes de (C,+) dans (C∗,×).

Proposition 21.7.
∀z ∈ C, exp(z) = exp (z) .

Définition 21.8 (Cosinus et sinus). On définit :

cos :

∣∣∣∣∣∣∣
C −→ C

z 7−→ exp(iz) + exp(−iz)
2

et sin :

∣∣∣∣∣∣∣
C −→ C

z 7−→ exp(iz) − exp(−iz)
2i

.

Proposition 21.9.

∀z ∈ C, cos(z) =
∞∑
n=0

(−1)n z2n

(2n)! , (i)

∀z ∈ C, sin(z) =
∞∑
n=0

(−1)n z2n+1

(2n+ 1)! . (ii)
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Proposition 21.10. cos et sin sont C-dérivables et :

cos′ = − sin et sin′ = cos .

Proposition 21.11. ∀z ∈ C, cos2(z) + sin2(z) = 1.

Définition 21.12 (Cosinus et sinus hyperboliques). On définit :

ch :

∣∣∣∣∣∣∣
C −→ C

z 7−→ exp(z) + exp(−z)
2

et sh :

∣∣∣∣∣∣∣
C −→ C

z 7−→ exp(z) − exp(−z)
2

.

Proposition 21.13.

∀z ∈ C, ch(z) =
∞∑
n=0

z2n

(2n)! , (i)

∀z ∈ C, sh(z) =
∞∑
n=0

z2n+1

(2n+ 1)! . (ii)

Proposition 21.14. ch et sh sont C-dérivables et :

ch′ = sh et sh′ = ch .

Proposition 21.15.
(i) ∀z ∈ C, cos(z) = ch(iz),
(ii) ∀z ∈ C, sin(z) = −i sh(iz).

II Exponentielle réelle

Définition 21.16 (Logarithme). exp : R → R∗
+ est une bijection. On posera ln = exp−1.

Théorème 21.17.
(i) exp : R → R∗

+ est un isomorphisme de groupes de (R,+) dans
(
R∗

+,×
)
.

(ii) exp : R → R∗
+ est un homéomorphisme.

(iii) exp : R → R∗
+ est un C∞-difféomorphisme, i.e. exp et exp−1 sont C∞.

Notation 21.18 (e). On pose e = exp(1).

Proposition 21.19. e ̸∈ Q.

Démonstration. On suppose par l’absurde qu’il existe (p, q) ∈ Z×N∗ t.q. e =
∑∞
n=0

1
n! =

p
q . On a :

∀n ∈ N, 0 <
∞∑

k=n+1

1
k! ⩽

1
(n+ 1)!

∞∑
q=0

( 1
n+ 2

)q
= n+ 2
n!(n+ 1)2 .

Donc :
∀n ∈ N,

n∑
k=0

1
k! <

p

q
⩽

n∑
k=0

1
k! + n+ 2

n!(n+ 1)2 .

On pose, pour n ∈ N, An = n!
∑n
k=0

1
k! ∈ N. Alors :

∀n ∈ N, An < p · n!
q

⩽ An + n+ 2
(n+ 1)2 .

En choisissant n0 ∈ N t.q. n0 ⩾ q et n0+2
(n0+1)2 < 1, il vient An0 < p · n0!

q < An0 + 1. C’est
absurde car p · n0!

q ∈ N.
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Notation 21.20. Pour a ∈ R∗
+ et z ∈ C, on pose :

az = exp (z ln(a)) .

Avec cette notation, on a ∀z ∈ C, exp(z) = ez.

III Exponentielle des imaginaires purs

Notation 21.21. On pose U = {z ∈ C, |z| = 1}.

Proposition 21.22.
(i) U est compact et connexe par arcs (car c’est la sphère unité de C).
(ii) (U,×) est un groupe.

Proposition 21.23. exp (iR) ⊂ U.

Définition 21.24 (π). On considère A = {θ ∈ R+, cos (θ) = 0}. Alors A possède un plus
petit élément, noté π

2 .

Démonstration. cos est C0, et cos(0) = 1 > 0. En utilisant la proposition 3.14, montrer
que cos(2) < 0. En déduire avec le théorème des valeurs intermédiaires que A ≠ ∅. Et A
est minoré par 0 donc inf A existe. Or A est fermé car A = R+ ∩ cos−1 ({0}), donc min A
existe.

Proposition 21.25.
(i) ∀θ ∈ R, eiθ = cos(θ) + i sin(θ),
(ii) ei

π
2 = i,

(iii) eiπ = −1,
(iv) e2iπ = 1.

Démonstration. (i) Revenir à la définition de cos et sin. (ii) Par définition de π et
d’après le théorème des valeurs intermédiaires, cos ⩾ 0 sur

[
0, π2

]
. Or sin′ = cos donc

sin ↗ sur
[
0, π2

]
. Et sin(0) = 0, donc sin

(
π
2
)
⩾ 0. Or sin2 (π

2
)

= cos2 (π
2
)

+ sin2 (π
2
)

= 1,
donc sin

(
π
2
)

= 1, d’où ei
π
2 = i.

Théorème 21.26. On considère :

φ :
∣∣∣∣∣R −→ U
θ 7−→ eiθ

.

Alors φ est un morphisme de groupes surjectif et Kerφ = 2πZ.

IV Autour de l’argument
Lemme 21.27. L’application

ψ :
∣∣∣∣∣R

∗
+ × U −→ C∗

(ρ, z) 7−→ ρz

est un isomorphisme de groupes.

Proposition 21.28. exp : C → C∗ est un morphisme de groupes surjectif et Ker exp =
2iπZ.
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Vocabulaire 21.29 (Argument). z ∈ C. On appelle argument de z tout θ ∈ R tel que
z = |z| eiθ.

Vocabulaire 21.30 (Détermination continue de l’argument). On appelle détermination
continue de l’argument tout couple (Ω, α) t.q. Ω est un ouvert connexe par arcs de C∗ et
α ∈ C0 (Ω,R) avec :

∀z ∈ Ω, z = |z| eiα(z).

Théorème 21.31 (Théorème du relèvement angulaire). I intervalle de R.

∀φ ∈ C1 (I,U) , ∃ϑ ∈ C1 (I,R) , ∀t ∈ I, φ(t) = eiϑ(t).
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Chapitre 22
Développements en Séries Entières

Notation 22.1. Dans ce chapitre, on notera K = R ou C.

I Généralités

Définition 22.2 (Développement en série entière). A ⊂ K, ω ∈ A, f ∈ CA.
(i) On dit que f est développable en série entière en ω sur A tout entier lorsque :

∃a ∈ CN, ∀z ∈ A, f(z) =
∞∑
n=0

an(z − ω)n.

(ii) On dit que f est développable en série entière autour de ω lorsque :

∃V ∈ V(ω), ∃a ∈ CN, ∀z ∈ A ∩ V, f(z) =
∞∑
n=0

an(z − ω)n.

Vocabulaire 22.3. A ⊂ K, ω ∈ Å, f ∈ CA. On appelle développement en série entière
de f autour de ω toute série entière

∑
an(z − ω)n, avec a ∈ CN, t.q. il existe r > 0 t.q.

Bo(ω, r) ⊂ A et :

∀z ∈ Bo(ω, r), f(z) =
∞∑
n=0

an(z − ω)n.

Exemple 22.4. Pour tout ω ∈ C, exp est développable en série entière en ω sur C tout
entier, et :

∀z ∈ C, ez =
∞∑
n=0

eω

n! (z − ω)n.

Proposition 22.5. (a, b) ∈
(
CN
)2

. On note Ra = ρ (
∑
anz

n), Rb = ρ (
∑
bnz

n). On
suppose que :

∃r ∈ ]0,min (Ra, Rb)] , ∀x ∈ ]−r, r[ ,
∞∑
n=0

anx
n =

∞∑
n=0

bnx
n.

Alors a = b.
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Démonstration. Poser

A : x ∈ ]−r, r[ 7−→
∞∑
n=0

anx
n et B : x ∈ ]−r, r[ 7−→

∞∑
n=0

bnx
n.

Montrer que A et B sont C∞ et que :

∀n ∈ N, an = A(n)(0)
n! et ∀n ∈ N, bn = B(n)(0)

n! .

En déduire a = b.

Corollaire 22.6. A ⊂ K, ω ∈ Å, f ∈ CA. Si f admet un développement en série entière
autour de ω, alors il est unique.

Proposition 22.7. (a, b) ∈
(
CN
)2

. On note Ra = ρ (
∑
anz

n), Rb = ρ (
∑
bnz

n). On
suppose que :

∃w ∈ (C∗)N ,


∀p ∈ N, |wp| < min (Ra, Rb)
wp −−−−→

p→+∞
0

∀p ∈ N,
∑∞
n=0 anw

n
p =

∑∞
n=0 bnw

n
p

.

Alors a = b.

Proposition 22.8. A ⊂ K, ω ∈ Å. On pose :

G =
{
f ∈ CA, f est développable en série entière en ω sur A tout entier

}
,

L =
{
f ∈ CA, f est développable en série entière autour de ω

}
.

Alors :
(i) G et L sont des sous-espaces vectoriels de CA.
(ii)

{
f|Å , f ∈ G

}
⊂ C0

(
Å, C

)
.

(iii) L est stable par produit.

II Composition des développements en séries entières

Proposition 22.9. a ∈ CN. On note R = ρ (
∑
anz

n) et on pose :

f : z ∈ Bo(0, R) 7−→
∞∑
n=0

anz
n.

Soit ω ∈ Bo(0, R) ; on note r = R − |ω| ∈ R+. Alors f est développable en série entière
autour de ω sur Bo(ω, r) tout entier.

Démonstration. Soit h ∈ Bo(0, r). Comme |ω + h| < R :

f(ω + h) =
∞∑
n=0

an(ω + h)n =
∞∑
n=0

n∑
k=0

an

(
n

k

)
ωn−khk.

On définit :

u :

∣∣∣∣∣∣∣∣
N2 −→ C

(n, k) 7−→
{
an
(n
k

)
ωn−khk si k ⩽ n

0 si k > n

.
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On a : ∑
(n,k)∈N2

|u(n, k)| =
∞∑
n=0

|an| (|ω| + |h|)n < +∞,

car |ω| + |h| < R. Donc (u (n, k))(n,k)∈N2 est sommable. Ainsi :

f(ω + h) =
∑

(n,k)∈N2

u(n, k) =
∑
k∈N

∑
n∈N

u(n, k) =
∞∑
k=0

( ∞∑
n=k

an

(
n

k

)
ωn−k

)
hk.

Donc f est développable en série entière autour de ω.

Théorème 22.10. Ω,U ouverts de C, ω ∈ Ω, f ∈ UΩ, g ∈ CU . On suppose :
(i) f est développable en série entière autour de ω,
(ii) g est développable en série entière autour de f(ω).

Alors (g ◦ f) est développable en série entière autour de ω.

Démonstration. Par translation, se ramener à ω = f(ω) = (g ◦ f) (ω) = 0. Soit (a, b) ∈(
CN
)2

, (r,R) ∈
(
R∗

+
)2 t.q. Bo(0, r) ⊂ Ω et Bo(0, R) ⊂ U et :

∀z ∈ Bo(0, r), f(z) =
∞∑
n=1

anz
n et ∀Z ∈ Bo(0, R), g(Z) =

∞∑
n=1

bnZ
n.

Quitte à diminuer r, on peut supposer f (Bo(0, r)) ⊂ Bo(0, R) (par continuité de f en 0).
Soit z ∈ Bo(0, r). Alors :

(g ◦ f)(z) =
∞∑
n=1

bn

( ∞∑
k=1

akz
k

)n
=

∞∑
n=1

∞∑
k=n

∑
1⩽i1,...,in⩽k
i1+···+in=k

bnai1 · · · ainzk.

On note (uλ)λ∈Λ =
(
bnai1 · · · ainzk

)
(n,k)∈(N∗)2, n⩽k
i1+···+in=k

. Montrons que (uλ)λ∈Λ est sommable.

Comme ρ (
∑
anz

n) > 0 et ρ (
∑
bnz

n) > 0, il existe (α, β) ∈ (R+)2, (A,B) ∈
(
R∗

+
)2 t.q.

∀n ∈ N, |an| ⩽ αAn et ∀n ∈ N, |bn| ⩽ βBn.

Donc :

∑
λ∈Λ

|uλ| =
∞∑
n=1

∞∑
k=n

∑
1⩽i1,...,in⩽k
i1+···+in=k

|bn| · |ai1 | · · · |ain | · |z|k

⩽
∞∑
n=1

βBnαn
∞∑
k=n

∑
1⩽i1,...,in⩽k
i1+···+in=k

(A |z|)k

= β
∞∑
n=1

(Bα)n
 ∞∑
j=1

(A |z|)j
n en supposant |z| < 1

A

= β
∞∑
n=1

(
BαA |z|
1 −A |z|

)n
< +∞ en supposant BαA |z|

1 −A |z|
< 1.
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Ainsi, si on pose ρ ⩽ min
(
r, 1
A

)
t.q. ∀x ∈ [0, ρ[ , BαAx

1−Ax < 1, alors pour z ∈ Bo (0, ρ), la
famille (uλ)λ∈Λ est sommable. Donc :

∀z ∈ Bo (0, ρ) , (g ◦ f) (z) =
∞∑
k=1

 k∑
n=1

∑
1⩽i1,...,in⩽k
i1+···+in=k

bnai1 · · · ain

 zk.
Donc (g ◦ f) est développable en série entière autour de 0.

III Développements en séries entières des fractions ration-
nelles

Proposition 22.11. Pour p ∈ N, on considère fp : z ∈ C\{1} 7−→ 1
(1−z)p+1 . Alors fp est

développable en série entière autour de 0, et :

∀z ∈ Bo(0, 1), 1
(1 − z)p+1 =

∞∑
n=0

(
n+ p

p

)
zn.

Démonstration. Noter que ∀z ∈ Bo(0, 1), 1
1−z =

∑∞
n=0 z

n. En déduire le résultat, soit
en utilisant la C-dérivation, soit par récurrence en utilisant des produits de Cauchy.

Application 22.12. P ∈ C[X]\{0}. Alors la somme de
∑
P (n)zn est une fraction ra-

tionnelle, que l’on peut calculer explicitement.

Démonstration. Avant tout, ρ (
∑
P (n)zn) = 1. Soit d ⩾ degP . Remarquer que ((X + k) · · · (X + 1))k∈J0,dK

est une base de Cd[X]. Soit donc (a0, . . . , ad) ∈ Cd+1 t.q. P =
∑d
k=0 ak (X + k) · · · (X + 1).

On a, pour z ∈ Bo(0, 1) :

∞∑
n=0

P (n)zn =
∞∑
n=0

(
d∑

k=0
ak(n+ k) · · · (n+ 1)

)
zn

=
d∑

k=0
ak

∞∑
n=0

(n+ k) · · · (n+ 1)zn

=
d∑

k=0
akk!

∞∑
n=0

(
n+ k

k

)
zn =

d∑
k=0

akk!
(1 − z)k+1 .

Théorème 22.13. F ∈ C(X)\C[X]. On pose Z l’ensemble des pôles de F et on suppose
0 ̸∈ Z. On pose :

r = min
ω∈Z

|ω| > 0.

Alors F est développable en série entière en 0 sur Bo(0, r) tout entier.

Démonstration. Par linéarité des développements en séries entières, il suffit de montrer
que tout polynôme et que toute fonction de la forme z 7−→ 1

(z−ω)j , où ω ∈ Z et j ∈ N∗,
sont développables en séries entières en 0 sur Bo(0, r) tout entier.
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IV Cas des fonctions de la variable réelle

Proposition 22.14. a ∈ CN. On note R = ρ (
∑
anz

n) et on pose :

f : x ∈ ]−R,R[ 7−→
∞∑
n=0

anx
n ∈ C.

Alors f est C∞ et :

∀p ∈ N, ∀x ∈ ]−R,R[ , f (p)(x) =
∞∑
n=0

(n+ p)!
n! an+px

n.

De plus, la convergence est normale sur tout segment inclus dans ]−R,R[.

Proposition 22.15. a ∈ CN. On note R = ρ (
∑
anz

n) et on pose :

f : x ∈ ]−R,R[ 7−→
∞∑
n=0

anx
n ∈ C.

Alors l’application

F : x ∈ ]−R,R[ 7−→
∞∑
n=1

an−1
n

xn

est l’unique primitive de f qui s’annule en 0.

Exemple 22.16. Soit α ∈ C. La fonction x ∈] − 1, 1[ 7−→ (1 + x)α ∈ C est développable
en série entière en 0 sur ] − 1, 1[ tout entier. Et :

∀x ∈] − 1, 1[, (1 + x)α =
∞∑
n=0

α(α− 1) · · · (α− n+ 1)
n! xn.

Démonstration. On pose φα : x ∈] − 1, 1[ 7−→ (1 + x)α ∈ C. Montrer que :

∀x ∈] − 1, 1[, (1 + x)φ′
α(x) = αφα(x).

Poser h : x ∈] − 1, 1[ 7−→
∑∞
n=0

α(α−1)···(α−n+1)
n! xn et montrer que h est solution de la même

équation différentielle que φα, et que h(0) = φα(0), d’où h = φα.

Exemple 22.17. a ∈ CN. On note R = ρ (
∑
anz

n) et on pose :

f : x ∈ ]−R,R[ 7−→
∞∑
n=0

anx
n ∈ C.

Alors (exp ◦f) est développable en série entière autour de 0.

Démonstration. Noter que :

(exp ◦f)′ = f ′ · (exp ◦f) .

On définit b ∈ CN par b0 = (exp ◦f) (0) et :

∀n ∈ N, bn+1 = 1
n+ 1

n∑
k=0

bk(n− k + 1)an−k+1.
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Il faut d’abord montrer que ρ (
∑
bnz

n) > 0. Pour cela, on va utiliser la méthode des séries
majorantes. Soit d’abord α ∈ R+ et A ∈ R∗

+ t.q. ∀n ∈ N, |an| ⩽ αAn. Alors :

∀n ∈ N∗, |bn| = 1
n

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

bk(n− k)an−k

∣∣∣∣∣ ⩽ α
n−1∑
k=0

|bk|
n− k

n
An−k.

Donc :

∀n ∈ N∗,
|bn|
An

⩽ α
n−1∑
k=0

|bk|
Ak

(
1 − k

n

)
⩽ α

n−1∑
k=0

|bk|
Ak

.

Définir alors γ ∈ CN par γ0 = |b0|
A0 et ∀n ∈ N∗, γn = α

∑n−1
k=0 γk. Montrer que ∀n ∈ N∗, γn =

α (1 + α)n−1 γ0, et en déduire :

|bn|
An

⩽ γn = O ((1 + α)n) .

Donc |bn| = O ((A(α+ 1))n). Soit alors ρ = min
(
R, 1

A(α+1)

)
. On pose :

S : x ∈ ]−ρ, ρ[ 7−→
∞∑
n=0

bnz
n.

Montrer que S est solution de la même équation différentielle que (exp ◦f), que S(0) =
(exp ◦f) (0), d’où (exp ◦f)|]−ρ,ρ[ = S.

V Utilisation des formules de Taylor

Proposition 22.18. I intervalle de R, x0 ∈ I̊, f ∈ CI . On suppose que f est développable
en série entière autour de x0 : il existe (a, b) ∈ I2, avec a < x0 < b, et α ∈ CN t.q.

∀x ∈]a, b[, f(x) =
∞∑
n=0

αn (x− x0)n .

Alors f|]a,b[ est C∞ et :

∀n ∈ N, αn = f (n) (x0)
n! .

Vocabulaire 22.19 (Série de Taylor). I intervalle de R, x0 ∈ I̊, f ∈ C∞ (I,C). On
appelle série de Taylor de f en x0 la série de fonctions

∑ f (n)(x0)
n! (x− x0)n.

Proposition 22.20. I intervalle de R, x0 ∈ I̊, f ∈ C∞ (I,C). On note R = ρ
(∑ f (n)(x0)

n! zn
)
.

S’équivalent :
(i) f est développable en série entière autour de x0.
(ii) R > 0 et il existe r ∈]0, R] t.q. ]x0 − r, x0 + r[ ⊂ I et :

∀x ∈ ]x0 − r, x0 + r[ , f(x) =
∞∑
n=0

f (n) (x0)
n! (x− x0)n .

Exemple 22.21 (Résine C∞). On considère :

ψ : x ∈ R 7−→

e
− 1

x2 si x > 0
0 si x ⩽ 0

.

Alors ψ est C∞, mais ψ n’est pas développable en série entière autour de 0.
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−6 −4 −2 0 2 4 6
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

x

y

Résine C∞

Démonstration. En reprenant la démonstration de l’exemple 2.9, montrer que ψ est C∞

avec ∀n ∈ N, ψ(n)(0) = 0. En déduire que la série de Taylor de ψ en 0 est identiquement
nulle, donc ψ n’est pas développable en série entière autour de 0.

Exemple 22.22. tan est développable en série entière en 0 sur
]
−π

2 ,
π
2
[

tout entier.

Démonstration. On peut restreindre l’étude à
[
0, π2

[
car tan est impaire. Pour n ∈ N,

posons :
H(n) : ∃Pn ∈ R+[X], ∀x ∈

[
0, π2

[
, tan(n)(x) = (Pn ◦ tan) (x).

Montrer par récurrence que H(n) est vraie pour tout n ∈ N. En particulier : ∀n ∈ N, ∀x ∈[
0, π2

[
, tan(n)(x) ⩾ 0. Écrire alors la formule de Taylor avec reste intégral (proposition

2.14) :

∀x ∈
[
0, π2

[
, ∀n ∈ N, tan x =

n∑
k=0

tan(k)(0)
k! xk +

∫ x

0

(x− t)n

n! tan(n+1)(t) dt︸ ︷︷ ︸
Rn(x)

.

Comme les dérivées de tan sont toutes positives, on a :

∀x ∈
[
0, π2

[
, ∀n ∈ N, Rn(x) ⩽ tan x.

Soit x ∈
[
0, π2

[
fixé ; soit y ∈

]
x, π2

[
. Alors, en utilisant la croissance de tan(n+1) (car

tan(n+2) ⩾ 0 sur
[
0, π2

[
), on a :

0 ⩽ Rn(x) =
∫ 1

0

xn

n! (1 − u)n tan(n+1)(ux)x du

= xn+1

n!

∫ 1

0
(1 − u)n tan(n+1)(ux) du

⩽
(
x

y

)n+1 yn+1

n!

∫ 1

0
(1 − u)n tan(n+1)(uy) du

=
(
x

y

)n+1
Rn(y) ⩽

(
x

y

)n+1
tan y −−−−−→

n→+∞
0.

Donc ∀x ∈
[
0, π2

[
, tan x =

∑∞
k=0

tan(k)(0)
k! xk. Généraliser cette formule à

]
−π

2 ,
π
2
[

en utilisant
le fait que tan est impaire.
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VI Théorème de convergence radiale d’Abel

Théorème 22.23 (Théorème de convergence radiale d’Abel). a ∈ CN. On suppose que∑
an converge. Alors ρ (

∑
anz

n) ⩾ 1, donc on définit à bon droit :

f : x ∈ ]−1, 1[ 7−→
∞∑
n=0

anx
n.

Et on a :
lim
1−

f =
∞∑
n=0

an.

Démonstration. Pour n ∈ N, on pose rn =
∑∞
k=n ak. On commence par effectuer une

transformation d’Abel :

∀x ∈ [0, 1[, f(x) =
∞∑
n=0

(rn − rn+1)xn = r0 +
∞∑
n=1

rn
(
xn − xn−1

)
︸ ︷︷ ︸

φ(x)

.

Reste à montrer que lim1− φ = 0. Soit donc ε > 0. Soit N ∈ N t.q. ∀n ⩾ N, |rn| ⩽ ε
2 .

Alors :

∀x ∈ [0, 1[, |φ(x)| ⩽
∣∣∣∣∣
N∑
n=1

rn
(
xn − xn−1

)∣∣∣∣∣+
∞∑

n=N+1

ε

2
(
xn−1 − xn

)

⩽
ε

2 +
∣∣∣∣∣
N∑
n=1

rn
(
xn − xn−1

)∣∣∣∣∣ .
Or x 7−→

∑N
n=1 rn

(
xn − xn−1) est continue (car polynomiale) et s’annule en 1. Donc il

existe η ∈]0, 1[ t.q. ∀x ∈ ]1 − η, 1[ ,
∣∣∣∑N

n=1 rn
(
xn − xn−1)∣∣∣ ⩽ ε

2 . Donc ∀x ∈ ]1 − η, 1[ , |φ(x)| ⩽
ε. Donc lim1− φ = 0 et lim1− f = r0.

Corollaire 22.24. a ∈ CN. On suppose que R = ρ (
∑
anz

n) ∈ R∗
+ et on définit :

f : z ∈ Bo(0, R) 7−→
∞∑
n=0

anz
n ∈ C.

Soit ω ∈ C avec |ω| = R. Si
∑
anω

n converge, alors :

lim
z→ω
z∈[0,ω[

f(z) =
∞∑
n=0

anω
n.

Proposition 22.25. (a, b) ∈
(
CN
)2

. On note c le produit de Cauchy de a et b :

∀n ∈ N, cn =
n∑
k=0

akbn−k =
∑

(i,j)∈N2

i+j=n

aibj .

On suppose que
∑
an,

∑
bn et

∑
cn sont convergentes. Alors :( ∞∑

n=0
an

)( ∞∑
n=0

bn

)
=

∞∑
n=0

cn.
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Démonstration. Passer par les séries entières
∑
anz

n,
∑
bnz

n et
∑
cnz

n (dont les rayons
sont ⩾ 1), et utiliser la proposition 20.18 puis le théorème 22.23.

Vocabulaire 22.26 (Procédé sommatoire). On appelle procédé sommatoire la donnée
de :

(i) E sous-espace vectoriel de CN t.q.

∀a ∈ CN,
∑

an converge =⇒ a ∈ E,

(ii) P ∈ L (E,C) t.q.

∀a ∈ CN,
∑

an converge =⇒ P (a) =
∞∑
n=0

an.

Exemple 22.27. Deux exemples de procédés sommatoires :
(i) Procédé de Cesàro :

EC =

a ∈ CN,

(
n∑
k=0

ak

)
n∈N

converge au sens de Cesàro

 ,
PC : a ∈ EC 7−→ lim

n→+∞

1
n

n−1∑
k=0

k∑
j=0

aj .

(ii) Procédé d’Abel :

EA =

a ∈ CN, ρ
(∑

anz
n
)
⩾ 1 et lim

x→1
x∈[0,1[

∞∑
n=0

anx
n existe dans C

 ,
PA : a ∈ EA 7−→ lim

x→1
x∈[0,1[

∞∑
n=0

anx
n.

VII Transmutation des o

Proposition 22.28. a ∈ CN, b ∈ (R+)N. On suppose :
(i) ρ (

∑
bnz

n) = +∞,
(ii) b ne stationne pas en 0,
(iii) an = o (bn).

Alors ρ (
∑
anz

n) = +∞, donc on définit à bon droit :

A : x ∈ R+ 7−→
∞∑
n=0

anx
n et B : x ∈ R+ 7−→

∞∑
n=0

bnx
n.

Alors :
A(x) = o+∞ (B(x)) .

Démonstration. Montrer d’abord que ∀N ∈ N, xN = o+∞ (B(x)). En déduire le résultat.
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VIII Expression intégrale des coefficients

Proposition 22.29. a ∈ CN. On suppose que R = ρ (
∑
anz

n) > 0 et on définit :

f : z ∈ Bo(0, R) 7−→
∞∑
n=0

anz
n ∈ C.

Alors :
∀n ∈ N, ∀r ∈ ]0, R[ , an = 1

2πrn
∫ 2π

0
f
(
reiθ

)
e−inθ dθ.

Démonstration. On fixe n ∈ N et r ∈ ]0, R[. On considère g : θ ∈ [0, 2π] 7−→ f
(
reiθ

)
e−inθ.

Noter que :

∀θ ∈ [0, 2π] , g(θ) =
∞∑
p=0

apr
pei(p−n)θ.

Montrer que la convergence est uniforme, donc on peut intégrer sous le signe somme :

∫ 2π

0
g =

∫ 2π

0

 ∞∑
p=0

apr
pei(p−n)θ

 dθ =
∞∑
p=0

(
apr

p
∫ 2π

0
ei(p−n)θ dθ

)

=
∞∑
p=0

(aprp · 2πδnp) = 2πrnan.
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Chapitre 23
Groupes

I Rappels

I.1 Morphismes de groupes

Définition 23.1 (Morphisme de groupes). (G, ·) et (H, ◦) deux groupes. On dit que ϕ :
G → H est un morphisme de groupes lorsque

∀(x, y) ∈ G2, ϕ(x · y) = ϕ(x) ◦ ϕ(y).

Proposition 23.2. (G, ·) et (H, ◦) deux groupes. ϕ : G → H un morphisme de groupes.
G′ et H ′ des sous-groupes de G et H respectivement. Alors :

(i) ϕ (G′) est un sous-groupe de H.
(ii) ϕ−1 (H ′) est un sous-groupe de G.

Définition 23.3 (Noyau). (G, ·) et (H, ◦) deux groupes de neutres respectifs eG et eH .
ϕ : G → H un morphisme de groupes. On définit

Kerϕ = ϕ−1 ({eH}) .

D’après la proposition 23.2, Kerϕ est un sous-groupe de G.

Proposition 23.4. (G, ·) et (H, ◦) deux groupes de neutres respectifs eG et eH . ϕ : G → H
un morphisme de groupes.

Kerϕ = {eG} ⇐⇒ ϕ est injective.

Vocabulaire 23.5. (G, ·) et (H, ◦) deux groupes. ϕ : G → H un morphisme de groupes.
(i) ϕ est dit isomorphisme si ϕ est bijectif.
(ii) ϕ est dit endomorphisme si G = H.
(iii) ϕ est dit automorphisme si ϕ est un endomorphisme bijectif.

Vocabulaire 23.6. (G, ·) et (H, ◦) deux groupes. On dit que G et H sont isomorphes, et
on note G ≃ H, lorsqu’il existe un isomorphisme G → H.
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I.2 Théorème de Lagrange

Théorème 23.7 (Théorème de Lagrange). (G, ·) un groupe fini. H un sous-groupe de G.
Alors le cardinal de H divise le cardinal de G.

Démonstration. On définit sur G la relation RH par :

∀(x, y) ∈ G2, xRHy ⇐⇒ xy−1 ∈ H.

RH est une relation d’équivalence. On note G/RH l’ensemble des classes d’équivalence.
On vérifie que chaque classe d’équivalence est en bijection avec H. Donc :

|G| =
∑

γ∈G/RH

|γ| =
∑

γ∈G/RH

|H| = |H| · |G/RH | .

I.3 Groupes engendrés

Définition 23.8 (Groupe engendré par une partie). (G, ·) un groupe. A ⊂ G. On appelle
groupe engendré par A, noté ⟨A⟩, le plus petit sous-groupe de G contenant A.

Proposition 23.9. (G, ·) un groupe. A ⊂ G. Alors :

⟨A⟩ = {aε1
1 · · · aεs

s , s ∈ N, (a1, . . . , as) ∈ As, (ε1, . . . , εs) ∈ {−1, 1}s} .

Corollaire 23.10. (G, ·) un groupe. A ⊂ G. Si A est dénombrable, alors ⟨A⟩ est dénom-
brable.

Proposition 23.11. (G, ·) un groupe. A ⊂ G. Si les éléments de A commutent deux à
deux, alors ⟨A⟩ est un sous-groupe commutatif de G.

Démonstration. Pour B ⊂ G, on note γ(B) = {x ∈ G, ∀b ∈ B, xb = bx}. Il est clair que,
pour tout B ⊂ G, γ(B) est un sous-groupe de G. On a ici A ⊂ γ(A), donc ⟨A⟩ ⊂ γ(A).
Autrement dit, A ⊂ γ (⟨A⟩). Donc ⟨A⟩ ⊂ γ (⟨A⟩), ce qui signifie que ⟨A⟩ est commutatif.

Vocabulaire 23.12 (Groupe monogène). (G, ·) un groupe. On dit que G est monogène
lorsqu’il existe g ∈ G t.q. G = ⟨g⟩. g est alors dit générateur de G. On dit de plus que G
est cyclique si G est monogène fini.

II Groupes quotients

Définition 23.13 (Quotient). (G, ·) un groupe commutatif. H un sous-groupe de G. On
définit sur G la relation RH par :

∀(x, y) ∈ G2, xRHy ⇐⇒ xy−1 ∈ H.

RH est une relation d’équivalence. Pour x ∈ G, on note x la classe d’équivalence de x. Et
on définit :

G/H = {x, x ∈ G} .

Proposition 23.14. (G, ·) un groupe commutatif. H un sous-groupe de G. Il existe une
unique LCI ·̂ sur G/H t.q.
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(i) (G/H, ·̂) est un groupe,

(ii) L’application
∣∣∣∣∣G −→ G/H

x 7−→ x
est un morphisme de groupes.

Par la suite, G/H sera muni de ·̂, que l’on notera simplement ·.

Proposition 23.15. (G, ·) et (H, ◦) deux groupes. φ : G → H un morphisme de groupes.
On suppose que G est commutatif. Alors :

φ(G) ≃ G/Kerφ.

III Ordre d’un élément dans un groupe

Définition 23.16 (Ordre d’un élément). (G, ·) un groupe, x ∈ G. On définit l’ordre de x
par :

ω(x) = |⟨x⟩| ∈ N ∪ {+∞} .

Proposition 23.17. (G, ·) un groupe, x ∈ G. On considère le morphisme de groupes
suivant :

φ :
∣∣∣∣∣Z −→ G

n 7−→ xn
.

(i) Si ω(x) = +∞, alors φ est injectif donc :

⟨x⟩ ≃ Z.

(ii) Si m = ω(x) < +∞, alors Kerφ = mZ donc :

⟨x⟩ ≃ Z/mZ.

Corollaire 23.18. Soit (G, ·) un groupe monogène.
(i) Si G est infini, alors G ≃ Z.
(ii) Si m = |G| ∈ N, alors G ≃ Z/mZ.

Proposition 23.19. (G, ·) un groupe, x ∈ G d’ordre fini. Alors :

∀n ∈ Z, (xn = e ⇐⇒ ω(x) | n) .

Proposition 23.20. (G, ·) un groupe, (x, y) ∈ G2. On suppose :
(i) xy = yx,
(ii) ω(x) < +∞ et ω(y) < +∞.

Alors ω(xy) < +∞ et :
ω(xy) | (ω(x) ∨ ω(y)) .

Proposition 23.21. (G, ·) un groupe, (x, y) ∈ G2. On suppose :
(i) xy = yx,
(ii) ω(x) < +∞ et ω(y) < +∞,
(iii) ω(x) ∧ ω(y) = 1.

Alors ω(xy) < +∞ et :
ω(xy) = (ω(x) ∨ ω(y)) .

Proposition 23.22. Tout sous-groupe d’un groupe cyclique est cyclique.

Proposition 23.23. Soit (m,n) ∈ (N∗)2. Alors (Z/mZ)×(Z/nZ) est cyclique ssi m∧n =
1.
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IV Groupe symétrique

IV.1 Universalité de Sn

Proposition 23.24. Si X est un ensemble de cardinal n, alors SX ≃ Sn.

Proposition 23.25. (G, ·) un groupe de cardinal n. Alors G se plonge dans Sn, i.e. il
existe un morphisme de groupes injectif de G dans Sn.

Démonstration. Pour g ∈ G, on pose ĝ :
∣∣∣∣∣G −→ G

x 7−→ gx
. Alors l’application

∣∣∣∣∣G −→ SG

g 7−→ ĝ
est

un morphisme de groupes injectif de G dans SG, ce qui permet de conclure car SG ≃
Sn.

IV.2 Cycles et transpositions

Théorème 23.26. Toute permutation s’écrit de manière unique à l’ordre près comme
produit de cycles à supports disjoints.

Proposition 23.27. Soit c1, . . . , cp des cycles à supports disjoints de Sn de longueurs
respectives ℓ1, . . . , ℓp. Alors :

ω (c1 · · · cp) =
p∨
i=1

ℓi.

Lemme 23.28. Tout cycle est produit (non unique) de transpositions.

Théorème 23.29. Toute permutation est produit (non unique) de transpositions.

IV.3 Signature

Lemme 23.30. Le produit d’un nombre impair de transpositions n’est jamais égal à id.

Proposition 23.31. Soit τ1, . . . , τp, τ ′
1, . . . , τ

′
q des transpositions de Sn t.q. τ1 · · · τp =

τ ′
1 · · · τ ′

q. Alors p ≡ q [2].

Définition 23.32 (Signature). On définit ε : Sn → {−1, 1} par, pour tout σ ∈ Sn,
ε(σ) = (−1)p où p est un entier tel qu’il existe des transpositions τ1, . . . , τp t.q. σ = τ1 · · · τp.

Proposition 23.33. ε : Sn → {−1, 1} est un morphisme de groupes, et ε est surjectif dès
que n ⩾ 2.

Définition 23.34 (Groupe alterné). On définit :

An = Ker ε = {σ ∈ Sn, ε (σ) = 1} .

An est un sous-groupe de Sn, dit groupe alterné, et :

∀n ⩾ 2, |An| = n!
2 .

Proposition 23.35. Les seuls morphismes de groupes Sn → C∗ sont 1 et ε.

Démonstration. Soit φ : Sn → C∗ un morphisme. Première étape : toutes les transpo-
sitions ont la même image. Soit τ et τ ′ deux transpositions. Montrer qu’il existe σ ∈ Sn

t.q. τ ′ = στσ−1. En déduire φ (τ ′) = φ(τ). Deuxième étape : l’image d’une transposition
est −1 ou 1. Soit τ une transposition. On a φ(τ)2 = 1 donc φ(τ) ∈ {−1, 1}. Conclusion :
si l’image des transpositions est −1, alors φ = ε, sinon φ = 1.
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V Conjugaison dans un groupe

V.1 Généralités

Définition 23.36 (Conjugaison). (G, ·) un groupe, (a, b) ∈ G2. On dit que a et b sont
conjugués dans G lorsque :

∃g ∈ G, a = gbg−1.

“Être conjugués” est une relation d’équivalence. Les classes d’équivalence sont appelées
classes de conjugaison.

Notation 23.37. Si (G, ·) est un groupe, on note Aut(G) le groupe des automorphismes
de G (muni de ◦).

Proposition 23.38. (G, ·) un groupe. Pour g ∈ G, on pose :

φg :
∣∣∣∣∣G −→ G

x 7−→ gxg−1 .

φg est un automorphisme de G, dit automorphisme intérieur. Et on définit :

Φ :
∣∣∣∣∣G −→ Aut(G)
g 7−→ φg

.

Alors Φ est un morphisme de groupes, avec Ker Φ = Z(G). On note de plus Int(G) = Φ(G).

V.2 Conjugaison dans Sn

Lemme 23.39. σ ∈ Sn, (a1 a2 · · · as) un cycle de Sn. Alors :

σ ◦ (a1 a2 · · · as) ◦ σ−1 = (σ (a1) σ (a2) · · · σ (as)) .

Définition 23.40 (Type d’une permutation). σ ∈ Sn. Soit c1, . . . , cp des cycles à supports
disjoints de Sn de longueurs respectives ℓ1, . . . , ℓp avec ℓ1 ⩾ · · · ⩾ ℓp et t.q. σ = c1 · · · cp.
Le type de σ est alors le p-uplet (ℓ1, . . . , ℓp).

Proposition 23.41. Deux permutations de Sn sont conjuguées ssi elles ont le même type.

Lemme 23.42. Si ψ ∈ Aut (Sn) avec n ̸= 6, alors l’image de toute transposition par ψ
est une transposition.

Démonstration. On remarque d’abord que l’image d’une classe de conjugaison par ψ est
une classe de conjugaison. De plus, ψ conserve l’ordre : ∀σ ∈ Sn, ω (ψ(σ)) = ω(σ). Pour
i ∈

q
1,
⌊
n
2
⌋y

, on note :

Ci = {σ ∈ Sn, σ est produit de i transpositions à supports disjoints} .

Les Ci sont les classes de conjugaison de Sn contenant les permutations d’ordre 2. Donc il
existe j ∈

q
1,
⌊
n
2
⌋y

t.q. ψ (C1) = Cj . On a alors Sn = ψ (Sn) = ψ (⟨C1⟩) = ⟨ψ (C1)⟩ = ⟨Cj⟩,
donc j est impair (sinon on aurait Sn = ⟨Cj⟩ ⊂ An). Or, on a :

∀i ∈
s

1,
⌊
n

2

⌋{
, |Ci| = n!

2i(n− 2i)!i! .
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Ici on a |C1| = |Cj |, donc :

2j−1 = (n− 2)!
(n− 2j)!j! =

(
n− j

j

)
(n− 2) · · · (n− j + 1).

On suppose par l’absurde j > 1. Dans ce cas, j ⩾ 3 (car j est impair), donc n ⩾ 6 (car
j ⩽ n

2 ), d’où n ⩾ 7 (car n ̸= 6). Alors (n − 2) · · · (n − j + 1) | 2j−1, donc (n − 2) est une
puissance de 2 supérieure à 4. Si j ⩾ 4, alors (n− 3) est aussi une puissance de 2, ce qui
est impossible. Donc j = 3, d’où 24 = (n − 2) · · · (n − 5). C’est impossible pour n ̸= 6.
Ainsi, j = 1 et ψ (C1) = C1 : l’image de toute transposition est une transposition.

Lemme 23.43. (a, b, c, d) ∈ J1, nK4, avec a ̸= b et c ̸= d. Alors les transpositions (a b) et
(c d) commutent ssi {a, b} ∩ {c, d} n’est pas un singleton.

Proposition 23.44. Si n ̸= 6, Aut (Sn) = Int (Sn).

Démonstration. Pour τ ∈ Sn, on notera φτ : σ ∈ Sn 7−→ τστ−1 ∈ Sn. On peut de
plus supposer n ⩾ 3. Soit ψ ∈ Aut (Sn). On sait que l’image de toute transposition par
ψ est une transposition. Comme (1 2) et (1 3) ne commutent pas, leurs images par ψ ne
commutent pas et on peut poser (a b) = ψ ((1 2)) et (a c) = ψ ((1 3)), avec b ̸= c. Soit
s ∈ Sn t.q. s(a) = 1, s(b) = 2 et s(c) = 3. Quitte à remplacer ψ par φs ◦ ψ, on peut
supposer :

ψ ((1 2)) = (1 2) et ψ ((1 3)) = (1 3).

Si n = 3, on a ψ = id ∈ Int (Sn). On suppose donc n ⩾ 4. Soit i ∈ J4, nK. (1 i) ne commute
pas avec (1 2) donc ψ ((1 i)) est de la forme (1 j) ou (2 j), pour j ∈ J4, nK. De même, (1 i)
ne commute pas avec (1 3) donc ψ ((1 i)) est de la forme (1 j) ou (3 j). En déduire que
ψ ((1 i)) = (1 j), pour j ∈ J4, nK. Soit alors ϱ ∈ Sn t.q.

∀i ∈ J2, nK, ψ ((1 i)) = (1 ϱ(i)) .

Ainsi, ψ et φϱ coïncident sur {(1 i), i ∈ J2, nK} qui engendre Sn, donc ψ = φϱ ∈ Int (Sn).
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Chapitre 24
Anneaux

I Généralités

Définition 24.1 (Anneau). Soit A un ensemble, + et × deux LCI sur A. On dit que
(A,+,×) est un anneau lorsque :

(i) (A,+) est un groupe commutatif de neutre noté 0A.
(ii) × est associative et distributive par rapport à +.
(iii) × admet un neutre noté 1A dans A.

Si de plus × est commutative, A est dit anneau commutatif. Si 1A = 0A, alors A = {0A}
et on dit que A est l’anneau nul.

Proposition 24.2 (Formule du multinôme). (A,+,×) un anneau, (x1, . . . , xp) ∈ Ap. On
suppose que x1, . . . , xp commutent deux à deux. Alors :

∀n ∈ N∗, (x1 + · · · + xp)n =
∑

k1+···+kp=n

n!
k1! · · · kp!

xk1
1 × · · · × xkp

p .

Notation 24.3. (A,+,×) un anneau. On pose :

A∗ = {a ∈ A, ∃b ∈ A, a× b = b× a = 1A} .

Proposition 24.4. (A,+,×) un anneau. Alors (A∗,×) est un groupe.

Définition 24.5 (Anneau intègre). (A,+,×) un anneau commutatif. On dit que A est
intègre lorsque :

∀(a, b) ∈ A2, a× b = 0A =⇒ a = 0A ou b = 0A.

Définition 24.6 (Corps). Soit K un ensemble, + et × deux LCI sur K. On dit que
(K,+,×) est un corps lorsque :

(i) (K,+,×) est un anneau commutatif non nul.
(ii) K∗ = K\{0}.

Proposition 24.7. Tout corps est intègre.

Définition 24.8 (Sous-anneau). (A,+,×) un anneau. On appelle sous-anneau de (A,+,×)
tout B ⊂ A t.q. :

(i) B est un sous-groupe de (A,+),
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(ii) B est stable par ×,
(iii) 1A ∈ B.

Proposition 24.9. (A,+,×) un anneau. Si B est un sous-anneau de (A,+,×), alors(
B,+|B2 ,×|B2

)
est un anneau (mais la réciproque est fausse).

Exemple 24.10. On considère B =
{(

a 0
0 0

)
, a ∈ R

}
⊂ M2 (R). Alors (B,+,×) est un

anneau, mais B n’est pas un sous-anneau de (M2 (R) ,+,×).

Proposition 24.11. (A,+,×) un anneau. Si B est un sous-anneau de (A,+,×), alors :

B∗ ⊂ A∗ ∩B.

Définition 24.12 (Morphisme d’anneaux ou de corps). (A,+,×) et (B,+,×) deux an-
neaux (ou corps). On dit que ϕ : A → B est un morphisme d’anneaux (ou de corps)
lorsque :

(i) ∀(a, b) ∈ A2, ϕ(a+ b) = ϕ(a) + ϕ(b),
(ii) ∀(a, b) ∈ A2, ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b),
(iii) ϕ (1A) = 1B.

Proposition 24.13. (K,+,×) un corps, (A,+,×) un anneau non nul. Si ϕ : K → A est
un morphisme d’anneaux, alors ϕ est injectif.

Démonstration. Soit x ∈ K\{0}. Alors ϕ(x)ϕ
(
x−1) = 1A, donc ϕ(x) ̸= 0, donc x ̸∈

Kerϕ. Ainsi, Kerϕ = {0}.

II L’anneau Z/nZ

Définition 24.14 (Multiplication dans Z/nZ). On a construit le groupe commutatif
(Z/nZ,+) comme groupe quotient. On munit Z/nZ de × définie par :

× :
∣∣∣∣∣(Z/nZ)2 −→ Z/nZ

(x, y) 7−→ xy
.

Alors (Z/nZ,+,×) est un anneau et l’application
∣∣∣∣∣Z −→ Z/nZ
x 7−→ x

est un morphisme d’an-
neaux.

Proposition 24.15. (A,+,×) un anneau. L’ensemble A0 = ⟨1A⟩ (le sous-groupe engendré
par 1A dans (A,+)) est un sous-anneau de (A,+,×), dit anneau premier de A.

(i) Si A0 est infini, alors A0 ≃ Z (en tant qu’anneau).
(ii) Si |A0| = n, alors A0 ≃ Z/nZ (en tant qu’anneau).

Proposition 24.16. n ∈ N∗, m ∈ Z. S’équivalent :
(i) m ∧ n = 1.
(ii) m engendre (Z/nZ,+).
(iii) m ∈ (Z/nZ)∗.

Corollaire 24.17. (Z/nZ,+,×) est un corps ssi n est premier.
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Définition 24.18 (Indicatrice d’Euler). On définit :

φ :
∣∣∣∣∣N

∗ −→ N∗

n 7−→ |{m ∈ J1, nK, m ∧ n = 1}|
.

Proposition 24.19. n ∈ N∗.
(i) |(Z/nZ)∗| = φ(n).
(ii) Si (G, ·) est un groupe cyclique de cardinal n, alors G admet φ(n) générateurs.

Vocabulaire 24.20 (Fonctions multiplicatives). ψ : N∗ → C∗.
(i) On dit que ψ est multiplicative lorsque :

∀(m,n) ∈ (N∗)2 , m ∧ n = 1 =⇒ ψ(mn) = ψ(m)ψ(n).

(ii) On dit que ψ est totalement multiplicative lorsque :

∀(m,n) ∈ (N∗)2 , ψ(mn) = ψ(m)ψ(n).

Lemme 24.21. (m,n) ∈ (N∗)2. On note sm : Z → Z/mZ et sn : Z → Z/nZ les surjections
canoniques. Si m | n, alors il existe une unique application sn,m : Z/nZ → Z/mZ t.q.

sm = sn,m ◦ sn.

De plus, sn,m est un morphisme surjectif d’anneaux.

Théorème 24.22 (Théorème des restes chinois). (n1, . . . , ns) ∈ (N∗)s. Si n1, . . . , ns sont
premiers entre eux deux à deux, alors :

Z/ (n1 · · ·ns)Z ≃ (Z/n1Z) × · · · × (Z/nsZ) .

Plus précisément, en notant N = n1 · · ·ns, on pose :

T :
∣∣∣∣∣Z/NZ −→ (Z/n1Z) × · · · × (Z/nsZ)

γ 7−→ (sN,n1(γ), . . . , sN,ns(γ))

Alors T est un morphisme d’anneaux, et T est un isomorphisme ssi n1, . . . , ns sont pre-
miers entre eux deux à deux.

Corollaire 24.23. φ est multiplicative.

Démonstration. Soit (m,n) ∈ (N∗)2 avec m ∧ n = 1. Alors φ(mn) = |(Z/mnZ)∗| =
|(Z/mZ)∗ × (Z/nZ)∗| = |(Z/mZ)∗| · |(Z/nZ)∗| = φ(m)φ(n).

Corollaire 24.24.
∀n ∈ N∗, φ(n) = n

∏
p∈Pn

(
1 − 1

p

)
.

Démonstration. Montrer que ∀p ∈ P, ∀α ∈ N∗, φ (pα) = pα − pα−1, puis conclure en
utilisant le fait que φ est multiplicative.

Proposition 24.25.
∀n ∈ N∗, n =

∑
d|n

φ(d).

128



CHAPITRE 24. ANNEAUX

Démonstration. Poser A =
{
k
n , k ∈ J1, nK

}
et, pour d | n :

Ad =
{
x ∈ A, ∃q ∈ N∗, q ∧ d = 1 et x = q

d

}
.

Montrer que A =
⊔
d|nAd et en déduire le résultat.

Proposition 24.26. (G, ·) un groupe. On suppose que, pour tout d ∈ N∗, G a au plus un
sous-groupe de cardinal d. Alors G est cyclique.

Démonstration. Pour d ∈ N∗, on poseB(d) = {x ∈ G, ω(x) = d}. On a ∀d ∈ N∗, |B(d)| ∈
{0, φ(d)}. Donc :

n = |G| =

∣∣∣∣∣∣
⊔
d|n
B(d)

∣∣∣∣∣∣ =
∑
d|n

B(d)̸=∅

φ(d) ⩽
∑
d|n

φ(d) = n.

Par conséquent
∑

d|n
B(d)̸=∅

φ(d) =
∑
d|n φ(d). Donc, pour tout d | n,B(d) ̸= ∅. En particulier

B(n) ̸= ∅ donc G est cyclique.

Proposition 24.27. (K,+,×) un corps. Alors tout sous-groupe fini de (K∗,×) est cy-
clique.

Démonstration. Soit G un sous-groupe fini de (K∗,×). On note n = |G|. Tout élément
de G est racine du polynôme Xn − 1, qui a au plus n racines, donc :

Xn − 1 =
∏
ω∈G

(X − ω) .

Ceci montre que, pour tout d ∈ N∗, (K∗,×) admet au plus un sous-groupe de cardinal d
(ce sous-groupe étant l’ensemble des racines de Xd−1). Ainsi, pour tout d ∈ N∗, G admet
au plus un sous-groupe de cardinal d. D’après la proposition 24.26, G est cyclique.

Corollaire 24.28. p ∈ P.
(Z/pZ)∗ ≃ Z/(p− 1)Z.

III Caractéristique d’un corps

Définition 24.29 (Caractéristique). (K,+,×) un corps. On considère 1K comme élément
du groupe (K,+).

(i) Si 1K est d’ordre infini, on dit que K est de caractéristique nulle.
(ii) Si 1K est d’ordre fini, alors ω (1K) est un nombre premier appelé caractéristique de

K et noté carK.

Définition 24.30 (Corps premier). (K,+,×) un corps. On appelle corps premier de K,
noté K0, le plus petit sous-corps de K (au sens de l’inclusion).

Proposition 24.31. (K,+,×) un corps.
(i) Si carK = 0, alors K0 ≃ Q.
(ii) Si carK = p, alors K0 ≃ Z/pZ.
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Vocabulaire 24.32 (Nombre primaire). On dit que n ∈ N∗ est un nombre primaire
lorsqu’il existe p ∈ P et ν ∈ N∗ t.q. n = pν .

Proposition 24.33. Le cardinal d’un corps fini est un nombre primaire.

Démonstration. Soit (K,+,×) un corps fini. Munir K d’une structure de K0-espace
vectoriel par restriction de × à K0 × K. Comme K est fini, il est de caractéristique finie,
et de dimension finie en tant que K0-espace vectoriel. En notant p = carK et d = dimK,
on a alors |K| = pd.

Proposition 24.34. Si q est un nombre primaire, alors il existe un unique corps de
cardinal q (à isomorphisme près), et ce corps est noté Fq.

IV Idéaux

Définition 24.35 (Idéal). (A,+,×) un anneau commutatif. On appelle idéal de A tout
I ⊂ A t.q.

(i) I est un sous-groupe de (A,+),
(ii) I est absorbant, i.e. ∀(a, x) ∈ A × I, ax ∈ I.

Proposition 24.36. (A,+,×) un anneau commutatif. I un idéal de A. S’équivalent :
(i) I = A,
(ii) 1A ∈ I,
(iii) I ∩ A∗ ̸= ∅.

Proposition 24.37. Toute intersection d’idéaux est un idéal.

Définition 24.38 (Idéal engendré par une partie). (A,+,×) un anneau commutatif, Ω ⊂
A. On notera ⟨Ω⟩ le plus petit idéal de A contenant Ω.

Proposition 24.39. (A,+,×) un anneau commutatif.
(i) ∀Ω ∈ P(A), ⟨Ω⟩ = {a1ω1 + · · · + asωs, s ∈ N, a ∈ As, ω ∈ Ωs}.
(ii) ∀ (g1, . . . , gr) ∈ Ar, ⟨g1, . . . , gr⟩ = g1A + · · · + grA.
(iii) ∀x ∈ A, ⟨x⟩ = xA.

Définition 24.40 (Idéal principal). (A,+,×) un anneau commutatif. On dit que l’idéal
I ⊂ A est principal lorsque :

∃x ∈ A, I = ⟨x⟩ .

Définition 24.41 (Anneau principal). On dit que l’anneau intègre (A,+,×) est principal
lorsque tout idéal de A est principal.

V Corps des fractions d’un anneau intègre

Notation 24.42. (K,+,×) un corps. Pour (x, y) ∈ K × K∗, on note x
y = xy−1.

Définition 24.43 (Corps des fractions). (A,+,×) un anneau intègre. On munit A ×
(A\{0}) d’une relation binaire R définie par :

∀ ((a, b) , (c, d)) ∈ (A × (A\{0}))2 , (a, b)R(c, d) ⇐⇒ ad = bc.
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R est une relation d’équivalence ; on note K l’ensemble des classes d’équivalence et s :
A × (A\{0}) → K la surjection canonique. Alors on peut munir K de + et × t.q.

∀ ((a, b) , (c, d)) ∈ (A × (A\{0}))2 ,

{
s (a, b) + s (c, d) = s (ad+ bc, bd)
s(a, b) × s (c, d) = s (ac, bd)

.

(K,+,×) est alors un corps, dit corps des fractions de A. Et l’application

j :
∣∣∣∣∣A −→ K
a 7−→ s (a, 1A)

est un morphisme injectif d’anneaux, ce qui permet d’identifier a ∈ A à j(a) et de consi-
dérer que A ⊂ K.
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Chapitre 25
Polynômes

I Polynômes à coefficients dans un anneau commutatif

Notation 25.1. Dans toute cette section, (A,+,×) est un anneau commutatif.

Définition 25.2 (Polynômes). On définit :

A[X] =
{
a ∈ AN, a stationne en 0

}
.

On munit A[X] de + et × définies par :

∀(a, b) ∈ A[X]2,
{
a+ b = (an + bn)n∈N
a× b = (

∑n
k=0 akbn−k)n∈N

.

Alors (A[X],+,×) est un anneau. Et l’application

j :
∣∣∣∣∣A −→ A[X]
a 7−→ (δn0 · a)n∈N

est un morphisme injectif d’anneaux, ce qui permet d’identifier a ∈ A à j(a) et de consi-
dérer que A ⊂ A[X].

Notation 25.3. On pose X = (δn1 · 1)n∈N.

Proposition 25.4. P ∈ A[X]\{0}. Alors il existe (a0, . . . , ad) ∈ Ad+1, avec ad ̸= 0, t.q.

P =
d∑

k=0
akX

k.

De plus, cette écriture est unique.

Définition 25.5 (Degré). P =
∑d
k=0 akX

k ∈ A[X]\{0} avec ad ̸= 0. On note degP = d.
On définit de plus deg 0 = −∞. Et on pose, pour m ∈ N :

Am[X] = {P ∈ A[X], degP ⩽ m} .

Proposition 25.6. Si A est intègre, alors :

∀(P,Q) ∈ A[X]2, deg(PQ) = degP + degQ.
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Corollaire 25.7. Si A est intègre, alors A[X] est intègre.

Définition 25.8 (Racines d’un polynôme). P =
∑d
k=0 akX

k ∈ A[X], ω ∈ A. On définit :

P (ω) =
d∑

k=0
akω

k ∈ A.

On dit que ω est une racine de P lorsque P (ω) = 0.

Proposition 25.9. P ∈ A[X], ω ∈ A. Alors :

P (ω) = 0 ⇐⇒ (X − ω) | P.

Proposition 25.10. P ∈ A[X]\{0}. Si A est intègre, alors P a au plus degP racines.

II Arithmétique dans K[X]

Notation 25.11. Dans ce chapitre, (K,+,×) est un corps.

Proposition 25.12. K[X] est principal, et tout idéal non nul de K[X] possède un unique
générateur unitaire (i.e. de coefficient dominant égal à 1).

Démonstration. Soit I un idéal non nul de K[X]. Soit P ∈ I\{0} unitaire tel que :

degP = min
Q∈I\{0}

degQ.

Montrons que I = ⟨P ⟩. (⊃) Clair. (⊂) Soit A ∈ I. On effectue la division euclidienne de
A par P :

A = BP +R, (B,R) ∈ K[X] × KdegP−1[X].

On a R = A − BP ∈ I, or degR < degP , donc par définition de P , R = 0. Ainsi,
A = BP ∈ ⟨P ⟩.

Définition 25.13 (PGCD). (A1, . . . , As) ∈ K[X]s. Si ∃i ∈ J1, sK, Ai ̸= 0, alors on appelle
PGCD de A1, . . . , As, noté A1 ∧ · · · ∧As, l’unique générateur unitaire de ⟨A1, . . . , As⟩. Si
A1 = · · · = As = 0, alors on pose A1 ∧ · · · ∧As = 0.

Proposition 25.14. (A1, . . . , As) ∈ K[X]s, D ∈ K[X]. Alors :

D =
s∧
i=1

Ai ⇐⇒ [∀M ∈ K[X], (∀i ∈ J1, sK, M | Ai) ⇔ M | D] .

Proposition 25.15 (Égalité de Bézout). (A1, . . . , As) ∈ K[X]s. Alors il existe (U1, . . . , Us) ∈
K[X]s t.q.

s∑
i=1

UiAi =
s∧
i=1

Ai.

Définition 25.16 (Polynômes premiers entre eux). (P1, . . . , Ps) ∈ K[X]s.
(i) S’équivalent :

(a) ⟨P1, . . . , Ps⟩ = K[X].
(b)

∧s
i=1 Pi = 1.

(c) ∃ (U1, . . . , Us) ∈ K[X]s,
∑s
i=1 UiPi = 1.
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(d)
⋂s
i=1 {Q ∈ K[X], Q | Pi} = K∗.

Si ces conditions sont vérifiées, on dit que P1, . . . , Ps sont premiers entre eux dans
leur ensemble.

(ii) On dit que P1, . . . , Ps sont premiers entre eux deux à deux lorsque :

∀(i, j) ∈ J1, sK2, i ̸= j =⇒ Pi ∧ Pj = 1.

Proposition 25.17. (P1, . . . , Ps) ∈ K[X]s, s ⩾ 2. Si P1, . . . , Ps sont premiers entre eux
deux à deux, alors P1, . . . , Ps sont premiers entre eux dans leur ensemble.

Lemme 25.18 (Lemme de Gauss). (A,B,C) ∈ K[X]3.
(i) Si A | BC et A ∧B = 1, alors A | C.
(ii) Si A ∧B = 1, A | C et B | C, alors AB | C.
(iii) Si A ∧B = 1 et A ∧ C = 1, alors A ∧BC = 1.

Démonstration. (i) Soit (U, V ) ∈ K[X]2 t.q. AU + BV = 1, soit M ∈ K[X] t.q. BC =
MA. Alors C = A (UC + VM), donc A | C. (ii) et (iii) Idem.

III Polynômes irréductibles

Définition 25.19 (Polynôme irréductible). P ∈ K[X]. On dit que P est irréductible
lorsque :

(i) degP ⩾ 1,
(ii) ∀(Q,R) ∈ K[X]2, P = QR =⇒ Q ∈ K0[X] ou R ∈ K0[X].

Proposition 25.20. Tout polynôme non constant s’écrit comme produit de polynômes
irréductibles.

Proposition 25.21. (P,Q) ∈ K[X]2. Si P est irréductible, alors P | Q ou P ∧Q = 1.

Corollaire 25.22. (P,Q) ∈ K[X]2. Si P et Q sont irréductibles et distincts, alors P ∧Q =
1.

Théorème 25.23. Tout polynôme non constant s’écrit de manière unique comme produit
d’une constante et de polynômes irréductibles unitaires.

Proposition 25.24. (P,Q) ∈ K[X]2. S’équivalent :
(i) P ∧Q = 1.
(ii) ∃(U, V ) ∈ K[X]2, PU +QV = 1.
(iii) P et Q n’ont aucun diviseur irréductible en commun.

IV Corps algébriquement clos

Définition 25.25 (Polynôme scindé). P ∈ K[X]. On dit que P est scindé lorsque P est
produit d’une constante non nulle et de polynômes du premier degré.

Définition 25.26 (Corps algébriquement clos). S’équivalent :
(i) Tout polynôme de K[X]\{0} est scindé.
(ii) Tout polynôme de K[X]\K0[X] possède une racine.
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(iii) Pour tout P ∈ K[X]\K0[X], P (K) = K.
(iv) Les polynômes irréductibles de K[X] sont exactement les polynômes de degré 1.

Si tel est le cas, on dit que K est algébriquement clos.

Théorème 25.27 (Théorème de d’Alembert-Gauss). C est algébriquement clos.

Démonstration. Soit P ∈ C[X]\C0[X]. On suppose par l’absurde que P ne s’annule pas.
Première étape. Soit R ∈ R+ t.q. ∀z ∈ C, |z| ⩾ R =⇒ |P (z)| ⩾ |P (0)|. Comme Bf (0, R)
est un compact, soit ω ∈ Bf (0, R) t.q. |P (ω)| = minz∈Bf (0,R) |P (z)| (d’après le théorème
14.22). Alors :

|P (ω)| = min
z∈C

|P (z)| > 0.

Deuxième étape. On pose Q = P (X+ω)
P (ω) . Alors ∀z ∈ C, |Q(z)| ⩾ 1 = Q(0). On pose ensuite :

f : z ∈ C 7−→ 1
Q(z) ∈ C.

D’après le théorème 22.10, f est développable en série entière autour de 0 : il existe r > 0
et a ∈ CN t.q.

∀z ∈ Bo(0, r), f(z) =
∞∑
n=0

anz
n.

Soit ρ ∈]0, r[. D’après la proposition 22.29, on a :

1 = f(0) = a0 = 1
2π

∫ 2π

0
f
(
ρeiθ

)
dθ = 1

2π

∫ 2π

0
ℜ
(
f
(
ρeiθ

))
dθ

⩽
1

2π

∫ 2π

0

∣∣∣f (ρeiθ)∣∣∣ dθ ⩽ 1
2π

∫ 2π

0
|f(0)| dθ = 1.

Par conséquent, dans ce qui précède, toutes les inégalités sont des égalités, d’où on déduit :

∀z ∈ Bo (0, r) , f(z) = 1.

Donc ∀z ∈ Bo (0, r) , Q(z) = 1, d’où Q = 1. C’est absurde, car Q est non constant.

Proposition 25.28. P = Xd +
∑d−1
k=0 akX

k ∈ C[X]\C1[X] unitaire. On pose :

R = Xd −
d−1∑
k=0

|ak|Xk.

Alors :
(i) R possède une unique racine r dans R∗

+.
(ii) Si z est une racine de P dans C, alors |z| ⩽ r.

Démonstration. On pose :

φ : x ∈ R∗
+ 7−→ x−

d−1∑
k=0

|ak|
xd−1−k ∈ R.

(i) φ ↗↗, et lim0+ φ = −∞, lim+∞ φ = +∞, donc φ : R∗
+ → R est une bijection

et s’annule en un unique point r. Le résultat est alors immédiat car ∀x ∈ R∗
+, R(x) =

xd−1φ(x). (ii) Soit z une racine de P dans C. On peut supposer z ̸= 0. On a alors :

|z| =
∣∣∣∣∣ 1
zd−1

d−1∑
k=0

akz
k

∣∣∣∣∣ ⩽
d−1∑
k=0

|ak|
|z|d−1−k .

Donc φ (|z|) ⩽ 0 = φ(r). Comme φ ↗↗, |z| ⩽ r.
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V Radiographie des polynômes
Notation 25.29. Dans cette section, L est un surcorps de K.

Proposition 25.30. P ∈ K[X]\K0[X]. Soit λ ∈ K∗, P1, . . . , Ps des irréductibles de K[X]
t.q.

P = λ
s∏
i=1

Pi.

Pour i ∈ J1, sK, soit Πi,1, . . . ,Πi,νi des irréductibles de L[X] t.q.

Pi =
νi∏
j=1

Πi,j .

Alors l’écriture
P = λ

s∏
i=1

νi∏
j=1

Πi,j

est la décomposition en polynômes irréductibles de P sur L[X].

Proposition 25.31. Les irréductibles unitaires de C[X] sont les (X − ω), ω ∈ C.

Lemme 25.32. (P,Q) ∈ K[X]2. Alors :

(∃M ∈ L[X], Q = PM) =⇒
(
∃M̃ ∈ K[X], Q = PM̃

)
.

Autrement dit, si P | Q au sens de L[X], alors P | Q au sens de K[X].

Proposition 25.33. Les irréductibles unitaires de R[X] sont :
(i) Les (X − a), a ∈ R,
(ii) Les

(
X2 − 2bX + c

)
, (b, c) ∈ R2, b2 < c.

Démonstration. Il est clair que ces polynômes sont irréductibles sur R[X]. Réciproque-
ment, soit P un irréductible unitaire de R[X]. On peut supposer degP ⩾ 2. Ainsi, P n’a
pas de racine dans R. Soit ω une racine de P dans C (d’après le théorème 25.27). Comme
P ∈ R[X], on a P (ω) = P (ω) = 0, donc ω est aussi racine de P . Ainsi, (X − ω) | P
et (X − ω) | P . Or ω ̸∈ R donc (X − ω) ∧ (X − ω) = 1, d’où

(
X2 − 2Xℜ (ω) + |ω|2

)
=

(X − ω) (X − ω) | P au sens de C[X] donc au sens de R[X] (d’après le lemme 25.32). Or
P est irréductible et unitaire, donc :

P = X2 − 2Xℜ (ω) + |ω|2 .

VI Polynômes à coefficients rationnels

VI.1 Polynômes cyclotomiques

Définition 25.34 (Polynômes cyclotomiques). Pour n ∈ N∗, on définit le n-ième poly-
nôme cyclotomique par :

Φn =
∏

k∈J1,nK
k∧n=1

(
X − e

2ikπ
n

)
.
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Proposition 25.35. ∀n ∈ N∗, Xn − 1 =
∏
d|n Φd.

Proposition 25.36. ∀n ∈ N∗, Φn ∈ Z[X].

Démonstration. Par récurrence forte sur n, en utilisant la division euclidienne de (Xn−1)
par

∏
d|n
d<n

Φd dans Z[X].

VI.2 Polynômes à coefficients entiers

Notation 25.37. On définit la réduction modulo p : pour A =
∑n
k=0 akX

k ∈ Z[X], on
pose A =

∑n
k=0 akX

k ∈ Fp[X], où ak est la classe d’équivalence de ak dans Fp.

Proposition 25.38. L’application
∣∣∣∣∣Z[X] −→ Fp[X]

A 7−→ A
est un morphisme d’anneaux.

Définition 25.39 (Contenu). Soit P =
∑n
k=0 akX

k ∈ Z[X]\{0}. On définit le contenu
de P par :

C(P ) =
n∧
k=0

ak.

Vocabulaire 25.40 (Polynômes primitifs). P ∈ Z[X]. Si C(P ) = 1, P est dit primitif.

Lemme 25.41. ∀(P,Q) ∈ Z[X]2, C(PQ) = C(P )C(Q).

Démonstration. Écrire P = C(P )P̃ , Q = C(Q)Q̃, où P̃ et Q̃ sont des polynômes primitifs
de Z[X]. On a alors PQ = C(P )C(Q)P̃ Q̃. Supposer alors par l’absurde P̃ Q̃ non primitif.
Dans ce cas, il existe p ∈ P t.q. p | C

(
P̃ Q̃

)
. Alors P̃ × Q̃ = P̃ Q̃ = 0Fp[X]. Or Fp est un

corps donc Fp[X] est intègre d’où P̃ = 0Fp[X] ou Q̃ = 0Fp[X]. C’est une contradiction car
P̃ et Q̃ sont primitifs. Ainsi P̃ Q̃ est primitif et C(PQ) = C(P )C(Q).

Proposition 25.42. P ∈ Z[X]\Z0[X]. Soit (Q1, . . . , Qs) ∈ Q[X]s t.q.

P = Q1 · · ·Qs.

Alors il existe (m1, . . . ,ms) ∈ (Q∗)s t.q.

P = (m1Q1) · · · (msQs) et ∀i ∈ J1, sK, (miQi) ∈ Z[X].

Démonstration. Pour i ∈ J1, sK, soit di un dénominateur commun à tous les coefficients
de Qi : diQi ∈ Z[X]. On note alors ni = C (diQi), et Q̂i = di

ni
Qi (donc C

(
Q̂i
)

= 1). On a
ainsi :

P = n1 · · ·ns
d1 · · · ds

Q̂1 · · · Q̂s.

Or, avec le lemme 25.41, on obtient n1···ns
d1···ds

= C(P ). Donc :

P = C(P )Q̂1 · · · Q̂s et ∀i ∈ J1, sK, Q̂i ∈ Z[X].
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VII Dérivation formelle

VII.1 Généralités

Définition 25.43 (Dérivation formelle). On définit :

D :

∣∣∣∣∣∣∣∣
K[X] −→ K[X]

d∑
k=0

akX
k 7−→

d−1∑
k=0

(k + 1)ak+1X
k
.

Pour P ∈ K[X], on notera P ′ = D(P ) et, pour k ∈ N, P (k) = Dk (P ).

Proposition 25.44.
(i) D ∈ L (K[X]).
(ii) ∀ (P,Q) ∈ K[X]2, D(PQ) = P ·D(Q) +Q ·D(P ).

Proposition 25.45.
(i) Si carK = 0, alors KerD = K0[X].
(ii) Si carK = p ∈ P, alors KerD = Vect (Xnp, n ∈ N).

Proposition 25.46 (Formule de Taylor formelle). P ∈ Kd[X], a ∈ K. On suppose carK =
0. Alors :

P =
d∑

k=0

P (k)(a)
k! (X − a)k.

VII.2 Multiplicité des racines

Définition 25.47 (Multiplicité d’une racine). P ∈ K[X]\{0}, a ∈ K, ω ∈ N.
(i) On dit que a est racine d’ordre ω de P lorsque :

(X − a)ω | P et (X − a)ω+1 ∤ P.

(ii) On dit que a est racine d’ordre au moins ω de P lorsque (X − a)ω | P .
(iii) On dit que a est racine multiple de P lorsque a est racine d’ordre au moins 2 de P .

Proposition 25.48. P ∈ K[X]\{0}, a ∈ K, ω ∈ N. Alors a est racine d’ordre ω de P ssi

P (a) = P ′(a) = · · · = P (ω)(a) = 0 ̸= P (ω+1)(a).

Définition 25.49 (Polynôme scindé). P ∈ K[X]\{0}.
(i) On dit que P est scindé lorsque P est produit d’une constante non nulle et de poly-

nômes du premier degré.
(ii) On dit que P est simplement scindé lorsque P est scindé et que toutes les racines

de P sont simples (i.e. d’ordre 1).

Proposition 25.50. P ∈ K[X]\{0}. On suppose que K est algébriquement clos. Alors P
est simplement scindé ssi P ∧ P ′ = 1.
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Proposition 25.51. Q ∈ Q[X]\Q0[X] unitaire. D’après le théorème 25.27, Q est scindé
sur C : il existe (z1, . . . , zs) ∈ Cs deux à deux distincts, (m1, . . . ,ms) ∈ (N∗)s t.q.

Q =
s∏
i=1

(X − zi)mi .

Alors :
s∏
i=1

(X − zi) ∈ Q[X].

Démonstration. Montrer que Q ∧ Q′ =
∏s
i=1 (X − zi)mi−1. Or Q ∧ Q′ ∈ Q[X]. Donc∏s

i=1 (X − zi) = Q
Q∧Q′ ∈ Q[X].

Corollaire 25.52. P ∈ Q[X]. Si P est irréductible sur Q, alors les racines de P dans C
sont simples.
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Chapitre 26
Espaces Vectoriels

Notation 26.1. Dans ce chapitre, (K,+,×) est un corps.

I Généralités

Définition 26.2 (Espace vectoriel). E un ensemble, + une LCI sur E, · une LCE K×E →
E. On dit que (E,+, ·) est un K-espace vectoriel lorsque :

(i) (E,+) est un groupe commutatif.

(ii) ∀(λ, µ) ∈ K2, ∀(x, y) ∈ E2,


λ · (x+ y) = λ · x+ λ · y
(λ+ µ) · x = λ · x+ µ · x
(λ× µ) · x = λ · (µ · x)

.

(iii) ∀x ∈ E, 1K · x = x.
Les éléments de E sont dits vecteurs, les éléments de K sont dits scalaires.

Définition 26.3 (Combinaison linéaire). E un K-espace vectoriel, u ∈ EI . On appelle
combinaison linéaire des (ui)i∈I tout vecteur x ∈ E t.q.

∃J ∈ Pf(I), ∃λ ∈ KJ , x =
∑
j∈J

λjuj .

Définition 26.4 (Espace engendré). E un K-espace vectoriel, u ∈ EI . L’ensemble des
combinaisons linéaires des (ui)i∈I est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant les
(ui)i∈I . Il est appelé espace engendré par les (ui)i∈I et noté Vect

(
(ui)i∈I

)
.

Définition 26.5 (Famille libre ou génératrice). E un K-espace vectoriel, u ∈ EI .
(i) On dit que (ui)i∈I est libre lorsque :

∀J ∈ Pf(I), ∀λ ∈ KJ ,

∑
j∈J

λjuj = 0 =⇒ ∀j ∈ J, λj = 0

 .
(ii) On dit que (ui)i∈I est génératrice lorsque :

E = Vect
(
(ui)i∈I

)
.

Définition 26.6 (Espace engendré par une partie, partie libre ou génératrice). E un
K-espace vectoriel, A ⊂ E.
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(i) On note Vect (A) = Vect
(
(a)a∈A

)
.

(ii) On dit que A est libre (resp. génératrice) lorsque (a)a∈A est libre (resp. génératrice).

Remarque 26.7. E un K-espace vectoriel, u ∈ EI . On note U = {ui, i ∈ I}.
(i) (ui)i∈I est génératrice ssi U est génératrice.
(ii) (ui)i∈I est libre ssi U est libre et l’application i ∈ I 7−→ ui ∈ U est injective.

Définition 26.8 (Base). E un K-espace vectoriel, B ⊂ E, ϵ ∈ EI . On dit que B (resp.
(ϵi)i∈I) est une base de E lorsque B (resp. (ϵi)i∈I) est libre et génératrice.

Théorème 26.9. E un K-espace vectoriel admettant une partie génératrice finie. Alors
E possède une base finie ; de plus, toutes les bases de E ont le même cardinal, appelé
dimension de E, et noté dimE.

Théorème 26.10. E un K-espace vectoriel. Alors, en admettant l’axiome du choix, E
possède une base ; de plus, toutes les bases de E sont équipotentes.

Théorème 26.11. E un K-espace vectoriel de dimension finie d. Alors :

E ≃ Kd.

Théorème 26.12 (Théorème de la base incomplète). E un K-espace vectoriel de dimen-
sion finie, (L,G) ∈ P(E)2. On suppose que L est libre et G est génératrice. Alors il existe
G0 ⊂ G t.q. L ⊔ G0 est une base de E.

II Applications linaires

Théorème 26.13 (Théorème du rang). E,F deux K-espaces vectoriels, u ∈ L(E,F ). On
suppose que E est de dimension finie. Alors :

dimE = dim Keru+ dim Im u.

De plus, si (e1, . . . , en) est une base de E t.q. (e1, . . . , es) est une base de Keru, alors
(u (es+1) , . . . , u (en)) est une base de Im u.

Remarque 26.14. On a un résultat analogue pour les groupes. Soit G,H deux groupes,
φ : G → H un morphisme de groupes. Si G est fini, alors :

|G| = |Kerφ| · |φ(G)| .

Proposition 26.15. E un K-espace vectoriel. F,G deux sous-espaces vectoriels de dimen-
sion finie de E. Alors :

dim (F +G) + dim (F ∩G) = dimF + dimG.

Démonstration. Appliquer le théorème 26.13 à l’application linéaire

s :
∣∣∣∣∣F ×G −→ F +G

(f, g) 7−→ f + g
.
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Proposition 26.16. E,F deux K-espaces vectoriels. On suppose que E est de dimension
finie d et on pose (e1, . . . , ed) une base de E. Alors :

∀ (u1, . . . , ud) ∈ F d, ∃!f ∈ L(E,F ), ∀i ∈ J1, dK, f (ei) = ui.

En particulier :
L(E,F ) ≃ F dimE .

Proposition 26.17. E,F,G trois K-espaces vectoriels de dimension finie. φ ∈ L(E,F ),
ψ ∈ L(E,G). S’équivalent :

(i) ∃δ ∈ GF , ψ = δ ◦ φ.
(ii) ∃d ∈ L(F,G), ψ = d ◦ φ.
(iii) Kerφ ⊂ Kerψ.

Proposition 26.18. E,F,G trois K-espaces vectoriels de dimension finie. f ∈ L(E,G),
g ∈ L(F,G). S’équivalent :

(i) ∃τ ∈ L(E,F ), f = g ◦ τ .
(ii) Im f ⊂ Im g.

Proposition 26.19. E,F deux K-espaces vectoriels de dimension finie. u ∈ Es, v ∈ F s.
On pose :

Λu =
{

(λ1, . . . , λs) ∈ Ks,
s∑
i=1

λiui = 0
}
,

Mv =
{

(µ1, . . . , µs) ∈ Ks,
s∑
i=1

µivi = 0
}
.

S’équivalent :
(i) ∃χ ∈ L(E,F ), ∀i ∈ J1, sK, χ (ui) = vi.
(ii) Λu ⊂ Mv.

III Sommes directes

III.1 Sous-espaces supplémentaires

Définition 26.20 (Somme directe). E un K-espace vectoriel, F,G deux sous-espaces vec-
toriels de E. S’équivalent :

(i) F ∩G = {0}.
(ii) ∀x ∈ (F +G) , ∃! (f, g) ∈ F ×G, x = f + g.

(iii) L’application linéaire
∣∣∣∣∣F ×G −→ F +G

(f, g) 7−→ f + g
est un isomorphisme.

On dit alors que F et G sont en somme directe, et l’espace F +G est noté F ⊕G.

Vocabulaire 26.21 (Sous-espaces supplémentaires). E un K-espace vectoriel, F,G deux
sous-espaces vectoriels de E. Si E = F ⊕G, alors on dit que F et G sont supplémentaires,
ou que G est un supplémentaire de F .

Proposition 26.22. E un K-espace vectoriel de dimension finie, F,G deux sous-espaces
vectoriels de E. Deux des trois propriétés suivantes impliquent la troisième :
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(i) F +G = E.
(ii) F ∩G = {0}.
(iii) dimF + dimG = dimE.

Si ces conditions sont satisfaites, alors E = F ⊕G.

Proposition 26.23. E un K-espace vectoriel de dimension finie. Alors tout sous-espace
vectoriel de E admet un supplémentaire.

III.2 Projections et projecteurs

Définition 26.24 (Projecteur). p ∈ L(E) est dit projecteur de E lorsque p ◦ p = p.

Définition 26.25 (Projection). E un K-espace vectoriel, F et G deux sous-espaces vec-
toriels de E t.q. E = F ⊕ G. On a alors ∀x ∈ E, ∃!(xF , xG) ∈ F × G, x = xF + xG. On
appelle projection sur F parallèlement à G l’application

πF,G :
∣∣∣∣∣E −→ F

x 7−→ xF
.

Proposition 26.26. E un K-espace vectoriel, F et G deux sous-espaces vectoriels de E
t.q. E = F ⊕G. Alors :

(i) πF,G ∈ L(E,F ) ⊂ L(E),
(ii) KerπF,G = G et Im πF,G = F ,
(iii) πF,G est un projecteur.

Proposition 26.27. E un K-espace vectoriel. p ∈ L(E) un projecteur. Alors :
(i) E = Ker p⊕ Im p,
(ii) p = πIm p,Ker p.

Proposition 26.28. E un K-espace vectoriel, F,G,G′ trois sous-espaces vectoriels de E.
Alors :

F ⊕G = F ⊕G′ =⇒ G ≃ G′.

Démonstration. Se placer dans F⊕G et poser p = πG′,F |G ∈ L (G,G′) et p′ = πG,F |G′ ∈
L (G′, G). Montrer que p◦p′ = idG′ et p′◦p = idG. Donc p et p′ sont des isomorphismes.

III.3 Sommes directes d’un nombre quelconque de sous-espaces vecto-
riels

Définition 26.29 (Somme directe de n sous-espaces vectoriels). E un K-espace vectoriel,
F1, . . . , Fn n sous-espaces vectoriels de E. On dit que F1, . . . , Fn sont en somme directe
lorsque :

∀x ∈
n∑
i=1

Fi, ∃! (f1, . . . , fn) ∈ F1 × · · · × Fn, x =
n∑
i=1

fi.

L’espace
∑n
i=1 Fi est alors noté

⊕n
i=1 Fi.

Proposition 26.30. E un K-espace vectoriel, F1, . . . , Fn n sous-espaces vectoriels de E.
Si F1, . . . , Fn sont en somme directe, alors :

∀(i, j) ∈ J1, nK2, i ̸= j =⇒ Fi ∩ Fj = {0}.
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Proposition 26.31. E un K-espace vectoriel, F1, . . . , Fn n sous-espaces vectoriels de
dimension finie de E. F1, . . . , Fn sont en somme directe ssi

dim
(

n∑
i=1

Fi

)
=

n∑
i=1

dimFi.

Proposition 26.32. E,F deux K-espaces vectoriels, E1, . . . , En n sous-espaces vectoriels
de E t.q. E =

⊕n
i=1Ei. Alors :

L(E,F ) ≃
n∏
i=1

L (Ei, F ) .

Proposition 26.33. E,F deux K-espaces vectoriels, F1, . . . , Fn n sous-espaces vectoriels
de F t.q. F =

⊕n
i=1 Fi. Alors :

L(E,F ) =
n⊕
i=1

L (E,Fi) .

Définition 26.34 (Somme directe quelconque). E un K-espace vectoriel, (Fi)i∈I une
famille de sous-espaces vectoriels de E. On dit que les (Fi)i∈I sont en somme directe
lorsque toute sous-famille finie de (Fi)i∈I est en somme directe. On note alors :⊕

i∈I
Ei =

⋃
J∈Pf(I)

⊕
j∈J

Ej .
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Chapitre 27
Matrices

I Calcul matriciel

Notation 27.1. Dans toute cette section, (A,+,×) est un anneau.

Définition 27.2 (Matrice). (n, p) ∈ (N∗)2. On définit :

Mn,p (A) = AJ1,nK×J1,pK.

Les éléments de Mn,p (A) sont appelés matrices n× p. Soit M ∈ Mn,p (A).
(i) Pour (i, j) ∈ J1, nK × J1, pK, on note Mij = M(i, j). On note alors :

M = (Mij)1⩽i⩽n
1⩽j⩽p

=

M11 · · · M1p
... . . . ...

Mn1 · · · Mnp

 .

(ii) Pour j ∈ J1, pK, on note Cj(M) =

M1j
...

Mnj

 ∈ Mn,1 (A). On note alors :

M =
[
C1(M) · · · Cp(M)

]
.

(iii) Pour i ∈ J1, nK, on note Li(M) =
(
Mi1 · · · Mip

)
∈ M1,p (A). On note alors :

M =

L1(M)
...

Ln(M)

 .
On définit de plus Mn (A) = Mn,n (A).

Définition 27.3 (Produit matriciel). M ∈ Mn,p (A), N ∈ Mp,q (A). On définit :

MN =
( p∑
k=1

MikNkj

)
1⩽i⩽n
1⩽j⩽q

∈ Mn,q (A) .
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Définition 27.4 (Matrices élémentaires). (u, v) ∈ J1, nK × J1, pK. On définit :

Euv = (δiuδjv)1⩽i⩽n
1⩽j⩽p

∈ Mn,p (A) .

Proposition 27.5. On se place dans Mn (A). Alors :

∀ (a, b, α, β) ∈ J1, nK4, EabEαβ = δbαE
aβ.

Application 27.6. Si A est commutatif, alors :

Z (Mn (A)) = {λIn, λ ∈ A} .

Démonstration. (⊃) Clair. (⊂) Soit M ∈ Z (Mn (A)). Alors :

∀(i, j) ∈ J1, nK2, MEij = EijM.

En particulier :

∀(i, j) ∈ J1, nK2, i ̸= j =⇒ Mij =
(
MEj1

)
i1

=
(
Ej1M

)
i1

= 0.

De même :
∀i ∈ J1, nK, Mii =

(
MEi1

)
i1

=
(
Ei1M

)
i1

= M11.

Donc M = M11In.

Proposition 27.7.
∀M ∈ Mn,p (A) , M =

∑
1⩽i⩽n
1⩽j⩽p

MijE
ij .

II Représentations en tous genres

Notation 27.8. Dans ce chapitre, (K,+,×) est un corps.

Définition 27.9 (Matrice d’un vecteur). E un K-espace vectoriel de dimension n, B =
(e1, . . . , en) une base de E. Pour x =

∑n
i=1 xiei ∈ E, on définit :

MB(x) =

x1
...
xn

 ∈ Mn,1 (K) .

Remarque 27.10. On identifiera Mn,1 (K) à Kn.

Proposition 27.11. E un K-espace vectoriel de dimension n, B une base de E. Alors
l’application MB : E → Kn est un isomorphisme de K-espaces vectoriels.

Définition 27.12 (Matrice d’une application linéaire). E,F deux K-espaces vectoriels de
dimensions respectives p, n, B = (e1, . . . , ep) une base de E, β = (ε1, . . . , εn) une base de
F . Pour f ∈ L(E,F ), on définit :

MB,β(f) =
[
Mβ (f (e1)) · · · Mβ (f (ep))

]
∈ Mn,p (K) .

Proposition 27.13. E,F deux K-espaces vectoriels de dimensions respectives p, n, B une
base de E, β une base de F .
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(i) L’application MB,β : L(E,F ) → Mn,p (K) est un isomorphisme de K-espaces vecto-
riels.

(ii) ∀f ∈ L(E,F ), ∀x ∈ E, Mβ (f(x)) = MB,β(f) × MB(x).

Proposition 27.14. E,F,G trois K-espaces vectoriels de dimension finie et de bases
respectives BE ,BF ,BG. Alors :

∀f ∈ L(E,F ), ∀g ∈ L(F,G), MBE ,BG
(g ◦ f) = MBF ,BG

(g) × MBE ,BF
(f) .

Notation 27.15. E un K-espace vectoriel de dimension finie, B une base de E. Pour
f ∈ L(E), on notera MB(f) = MB,B(f).

Proposition 27.16. E un K-espace vectoriel de dimension n, B une base de E. Alors
l’application MB : L(E) → Mn (K) est un isomorphisme de K-algèbres.

Application 27.17. E un K-espace vectoriel de dimension finie. Alors :

Z (L(E)) = {λidE , λ ∈ K} .

III Changement de base

Définition 27.18 (Matrice de passage). E un K-espace vectoriel de dimension n. B =
(e1, . . . , en), β = (ε1, . . . , εn) deux bases de E. On pose :

P =
[
MB (ε1) · · · MB (εn)

]
= Mβ,B (idE) ∈ Mn (K) .

P est dite matrice de passage de B à β. On dit que B est l’ancienne base et β la nouvelle
base.

Proposition 27.19. E un K-espace vectoriel de dimension finie. B, β deux bases de E.
On note P la matrice de passage de B à β. Alors :

∀x ∈ E, MB(x) = PMβ(x).

Proposition 27.20. E,F deux K-espaces vectoriels de dimension finie, B,B′ deux bases
de E, β, β′ deux bases de F . On note P la matrice de passage de B à B′ et Π la matrice
de passage de β à β′. Alors :

∀f ∈ L(E), MB′,β′(f) = Π−1 × MB,β(f) × P.

IV Rangs

Définition 27.21 (Rang d’une application linéaire, d’un système de vecteurs). E,F deux
K-espaces vectoriels de dimension finie.

(i) Pour f ∈ L(E,F ), on définit rg f = dim Im f .
(ii) Pour (v1, . . . , vs) ∈ Es, on définit rg (v1, . . . , vs) = dim Vect (v1, . . . , vs).

Proposition 27.22. E,F,G trois K-espaces vectoriels de dimension finie, φ ∈ L(E,F ),
ψ ∈ L(F,G).

rg (ψ ◦ φ) ⩽ min (rgψ, rgφ) .

Proposition 27.23. E,F,G trois K-espaces vectoriels de dimension finie, φ ∈ L(E,F ),
ψ ∈ L(F,G).
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(i) Si φ est surjective, alors rg (ψ ◦ φ) = rgψ.
(ii) Si ψ est injective, alors rg (ψ ◦ φ) = rgφ.

Définition 27.24 (Rang d’une matrice). Pour A ∈ Mn,p (K), on définit :

rgA = rg (C1(A), . . . ,Cp(A)) .

Proposition 27.25. E,F deux K-espaces vectoriels de dimension finie et de bases res-
pectives B, β. Alors :

∀f ∈ L(E,F ), rg f = rg (MB,β (f)) .

Proposition 27.26. A ∈ Mn,p (K), r ∈ N. Alors :

rgA = r ⇐⇒ ∃(P,Q) ∈ GLn (K) ×GLp (K) , A = P

[
Ir 0
0 0

]
Q.

Définition 27.27 (Matrices équivalentes). (A,B) ∈ Mn,p (K)2. S’équivalent :
(i) ∃ (P,Q) ∈ GLn (K) ×GLp (K) , A = PBQ.
(ii) rgA = rgB.

Si tel est le cas, on dit que A et B sont équivalentes.

Corollaire 27.28. A ∈ Mn,p (K). Alors :

rgA = rg tA.

Corollaire 27.29. A ∈ Mn,p (K). Alors :

rgA = rg (C1(A), . . . ,Cp(A)) = rg (L1(A), . . . ,Ln(A)) .

Proposition 27.30. L un surcorps de K. A ∈ Mn,p (K). Alors :

rgL(A) = rgK(A),

où rgL(A) (resp. rgK(A)) désigne le rang de A comme élément de Mn,p (L) (resp. Mn,p (K)).

Corollaire 27.31. L un surcorps de K. A ∈ Mn,p (K), B ∈ Mn,1 (K). On pose :

SK = {X ∈ Mp,1 (K) , AX = B} ,
SL = {X ∈ Mp,1 (L) , AX = B} .

Alors SK ̸= ∅ ssi SL ̸= ∅.

V Déterminants

V.1 Applications n-linéaires

Définition 27.32 (Application bilinéaire alternée ou antisymétrique). E,F deux K-
espaces vectoriels. f : E2 → F une forme bilinéaire.

(i) f est dite alternée lorsque
∀x ∈ E, f(x, x) = 0.

(ii) f est dite antisymétrique lorsque

∀(x, y) ∈ E2, f(x, y) = −f(y, x).
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Proposition 27.33. E,F deux K-espaces vectoriels. f : E2 → F une forme bilinéaire.
(i) f est alternée =⇒ f est antisymétrique.
(ii) Si carK ̸= 2, alors f est alternée ⇐⇒ f est antisymétrique.

Définition 27.34 (Application n-linéaire alternée). E,F deux K-espaces vectoriels. f :
En → F une forme n-linéaire. On dit que f est alternée lorsque :

∀(x1, . . . , xn) ∈ En,
(
∃(i, j) ∈ J1, nK2, i ̸= j et xi = xj

)
=⇒ f(x1, . . . , xn) = 0.

Proposition 27.35. E,F deux K-espaces vectoriels. f : En → F une forme n-linéaire
alternée. Alors :

∀ (x1, . . . , xn) ∈ En, ∀σ ∈ Sn, f
(
xσ(1), . . . , xσ(n)

)
= ε(σ)f (x1, . . . , xn) .

Notation 27.36. E un K-espace vectoriel de dimension n. On pose :

Λ(E) = {f : En → K, f est n-linéaire et alternée} .

Proposition 27.37. E un K-espace vectoriel de dimension finie. Alors Λ(E) est un K-
espace vectoriel.

Proposition 27.38. E un K-espace vectoriel de dimension n. f ∈ Λ(E), B = (e1, . . . , en)
une base de E. (x1, . . . , xn) ∈ En. Pour j ∈ J1, nK, on pose (a1j , . . . , anj) ∈ Kn t.q.
xj =

∑n
i=1 aijei. Alors :

f (x1, . . . , xn) =

 ∑
σ∈Sn

ε(σ)
n∏
j=1

aσ(j)j

 f (e1, . . . , en) .

Corollaire 27.39. E un K-espace vectoriel de dimension finie. B une base de E. On
considère :

Φ :
∣∣∣∣∣Λ(E) −→ K

f 7−→ f(B)
.

Alors Φ est un isomorphisme de K-espaces vectoriels.

V.2 Déterminant d’une famille de vecteurs

Définition 27.40 (Déterminant d’une famille de vecteurs). E un K-espace vectoriel de
dimension n. B une base de E. On définit detB ∈ Λ(E) comme l’unique forme n-linéaire
alternée sur E t.q. detB (B) = 1.

Proposition 27.41. E un K-espace vectoriel de dimension n. B = (e1, . . . , en) une base
de E. (x1, . . . , xn) ∈ En. Pour j ∈ J1, nK, on pose (a1j , . . . , anj) ∈ Kn t.q. xj =

∑n
i=1 aijei.

Alors :
det

B
(x1, . . . , xn) =

∑
σ∈Sn

ε(σ)
n∏
j=1

aσ(j)j .

Proposition 27.42. E un K-espace vectoriel de dimension finie. B,B′ deux bases de E.
Alors :

(i) detB = detB (B′) · detB′.
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(ii) detB (B′) = (detB′ (B))−1.
Proposition 27.43. E un K-espace vectoriel de dimension n. B une base de E. (u1, . . . , un) ∈
En. Alors la famille (u1, . . . , un) est libre ssi

det
B

(u1, . . . , un) ̸= 0.

Proposition 27.44. E un K-espace vectoriel de dimension n. B une base de E. Alors
l’application detB : En → K est polynomiale.
Corollaire 27.45. E un K-espace vectoriel de dimension n. On pose :

V = {(u1, . . . , un) ∈ En, (u1, . . . , un) est liée} .

Alors V est une variété algébrique de En.
Proposition 27.46. E un K-espace vectoriel de dimension finie. f ∈ L(E). Si B et B′

sont deux bases de E, alors :

det
B
f (B) = det

B′
f
(
B′) .

V.3 Déterminant d’une application linéaire

Définition 27.47 (Déterminant d’une application linéaire). E un K-espace vectoriel de
dimension finie. B une base de E. On définit :

det :

∣∣∣∣∣∣
L(E) −→ K

f 7−→ det
B
f (B) .

det ne dépend pas de B.
Proposition 27.48. E un K-espace vectoriel de dimension n. Alors :

(i) ∀ (f, g) ∈ L(E)2, det (g ◦ f) = (det g) (det f).
(ii) ∀f ∈ L(E), ∀λ ∈ K, det (λf) = λn det f .
(iii) ∀f ∈ L(E), det f ̸= 0 ⇐⇒ f ∈ GL(E).

Proposition 27.49. E un K-espace vectoriel de dimension finie. Alors det : GL(E) → K∗

est un morphisme de groupes.
Définition 27.50 (SL(E)). E un K-espace vectoriel de dimension finie. On définit :

SL(E) = Ker det = {f ∈ GL(E), det f = 1} .

SL(E) est un sous-groupe de GL(E).

V.4 Déterminant d’une matrice

Définition 27.51 (Déterminant d’une matrice). Pour A ∈ Mn (K), on pose :

detA = det
C

(C1(A), . . . ,Cn(A)) ,

où C est la base canonique de Mn,1 (K).
Proposition 27.52.

∀A ∈ Mn (K) , detA =
∑
σ∈Sn

ε(σ)
n∏
j=1

Aσ(j)j .

Proposition 27.53. E un K-espace vectoriel de dimension finie. B une base de E. Alors :

∀f ∈ L(E), det f = det MB(f).
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VI Mineurs

Définition 27.54 (Mineurs). A ∈ Mn,p (K). Soit I = {i1, . . . , ir}, J = {j1, . . . , js}, avec
1 ⩽ i1 < · · · < ir ⩽ n et 1 ⩽ j1 < · · · < js ⩽ n. On définit :

AIJ = (Aikjℓ)1⩽k⩽r
1⩽ℓ⩽s

∈ Mr,s (K) .

Si |I| = |J | = k, on note de plus µIJ(A) = detAIJ . On dit que µIJ(A) est un mineur
d’ordre k de A.

Lemme 27.55. A ∈ Mn,p (K). r ∈ J1,min(n, p)J. Si tous les mineurs d’ordre r de A sont
nuls, alors tous les mineurs d’ordre (r + 1) de A sont nuls.

Théorème 27.56 (Théorème des mineurs). A ∈ Mn,p (K). On pose :

R(A) = max {k ∈ J0,min(n, p)K , A possède un mineur non nul d’ordre k} ,

en considérant que tout déterminant d’ordre 0 est égal à 1. Alors :

rgA = R(A).

Application 27.57. Pour r ∈ N, on pose :

Ω(r) = {M ∈ Mn,p (R) , rgM ⩾ r} .

Alors Ω(r) est un ouvert de Mn,p (R).

VII Produit par blocs

Notation 27.58 (Matrices blocs). Pour (i, j) ∈ J1, aK × J1, bK, soit Aij ∈ Mnipj (K). On
note alors

A =

A11 · · · A1b
... . . . ...
Aa1 · · · Aab

 ∈ Mnp (K) ,

où n =
∑a
i=1 ni, p =

∑b
j=1 pj.

Proposition 27.59. Soit A = (Aij) ∈ Mn,p (K) et B = (Bij) ∈ Mp,q (K) deux matrices
écrites sous forme de blocs.A11 · · · A1b

... . . . ...
Aa1 · · · Aab


B11 · · · B1c

... . . . ...
Bb1 · · · Bbc



=


∑b
k=1A1kBk1 · · ·

∑b
k=1A1kBkc

... . . . ...∑b
k=1AakBk1 · · ·

∑b
k=1AakBkc

 .
Proposition 27.60. Soit A = (Aij) ∈ Mn,p (K) une matrice triangulaire par blocs :

A =


A11 A12 · · · A1t

0 A22
. . . ...

... . . . . . . At−1,t
0 · · · 0 Att

 .
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Alors :

detA =
t∏
i=1

detAii.

VIII Décomposition LU des matrices carrées inversibles
Notation 27.61. On définit :

Λn (K) =


L ∈ GLn (K) , L =


1 0 · · · 0

L21
. . . . . . ...

... . . . . . . 0
Ln1 · · · Ln,n−1 1




,

Υn (K) =


U ∈ GLn (K) , U =


U11 U12 · · · U1n

0 . . . . . . ...
... . . . . . . Un−1,n
0 · · · 0 Unn




.

Proposition 27.62. Λn (K) et Υn (K) sont des sous-groupes de GLn (K).

Vocabulaire 27.63 (Décomposition LU). A ∈ Mn (K). On dit que A possède une décom-
position LU lorsque :

∃ (L,U) ∈ Λn (K) × Υn (K) , A = LU.

Définition 27.64 (Mineurs principaux). A ∈ Mn (K). Pour i ∈ J1, nK, on définit µi(A) =
µJ1,iK,J1,iK(A). µ1(A), . . . , µn(A) sont appelés mineurs principaux de A.

Lemme 27.65. A ∈ Mn (K). Si A possède une décomposition LU, alors elle est unique.

Lemme 27.66. A ∈ Mn (K). Si A possède une décomposition LU, alors les mineurs
principaux de A sont tous non nuls.

Théorème 27.67. A ∈ Mn (K). Si les mineurs principaux de A sont tous non nuls, alors :
(i) A ∈ GLn(K).
(ii) A possède une unique décomposition LU.

Démonstration. (i) Appliquer le théorème 27.56. (ii) Par récurrence sur n. Le résultat est
vrai pour n = 1. Supposons le acquis pour n ∈ N∗ et montrons le pour (n+1). Soit donc A ∈
Mn+1 (K) t.q. les mineurs principaux de A sont tous non nuls. On pose A′ = AJ1,nK,J1,nK.
Les mineurs principaux de A′ sont tous non nuls, donc il existe (L′, U ′) ∈ Λn (K) × Υn (K)

t.q. A′ = L′U ′. Soit B ∈ M1,n (K), C ∈ Mn,1 (K) et w ∈ K t.q. A =
[
A′ C
B w

]
. Montrer

alors que : [
A′ C
B w

]
︸ ︷︷ ︸

A

=
[

L′ 0
BU ′−1 1

]
︸ ︷︷ ︸

L

[
U ′ L′−1C
0 z

]
︸ ︷︷ ︸

U

,

avec z = w −BA′−1C. Reste à prouver que z ̸= 0. En effet, A ∈ GLn(K) et L ∈ Λn(K) ⊂
GLn(K), donc U ∈ GLn(K) et z ̸= 0. Ainsi, U ∈ Υn(K), et la récurrence se propage.
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Chapitre 28
Dualité

Notation 28.1. Dans tout le chapitre, (K,+,×) est un corps et (E,+, ·) est un K-espace
vectoriel.

I Hyperplans

I.1 Notion de codimension

Proposition 28.2. F,G,G′ trois sous-espaces vectoriels de E. Alors :

F ⊕G = F ⊕G′ =⇒ G ≃ G′.

Démonstration. Voir la proposition 26.28.

Corollaire 28.3. F un sous-espace vectoriel de E. Si F admet un supplémentaire de
dimension finie δ dans E, alors tous les supplémentaires de F sont de dimension finie δ.

Définition 28.4 (Codimension). F un sous-espace vectoriel de E. Si F admet un supplé-
mentaire G de dimension finie, on appelle codimension de F , notée codimF , la dimension
de G.

Proposition 28.5. F un sous-espace vectoriel de E. Si E est de dimension finie, alors :

codimF = dimE − dimF.

I.2 Hyperplans

Notation 28.6. On note G(E) l’ensemble des sous-espaces vectoriels de E.

Définition 28.7 (Hyperplan). H un sous-espace vectoriel de E. S’équivalent :
(i) codimH = 1.
(ii) ∃u ∈ E\{0}, E = H ⊕ Vect(u).
(iii) H est un élément maximal de l’espace ordonné (G(E)\{E},⊂).

Si ces propriétés sont vérifiées, on dit que H est un hyperplan de E.

Proposition 28.8. H un hyperplan de E. Alors :

∀u ∈ E\H, E = H ⊕ Vect(u).
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Lemme 28.9. H un hyperplan de E, F un sous-espace vectoriel de E. Alors F ⊂ H ou
F ∩H est un hyperplan de F .

Lemme 28.10. H un hyperplan de E, F un sous-espace vectoriel de E de codimension
finie. Alors F ⊂ H ou codim (F ∩H) = 1 + codimF .

Proposition 28.11. H1, . . . ,Hs s hyperplans de E. Alors :

codim
(

s⋂
i=1

Hi

)
⩽ s.

Démonstration. Par récurrence sur s en utilisant le lemme 28.10.

Proposition 28.12. F un sous-espace vectoriel de E de codimension s. Alors il existe s
hyperplans H1, . . . ,Hs t.q.

F =
s⋂
i=1

Hi.

II Formes linéaires

Définition 28.13 (Formes linéaires). On note :

E∗ = L (E,K) .

Les éléments de E∗ sont appelés formes linéaires.

Proposition 28.14. On suppose que E est de dimension finie n, et on pose B une base
de E. Alors l’application MB,1 : E∗ → M1,n (K) est un isomorphisme.

Corollaire 28.15. Si E est de dimension finie, alors :

dimE∗ = dimE.

Proposition 28.16. H un sous-espace vectoriel de E. S’équivalent :
(i) H est un hyperplan de E.
(ii) ∃φ ∈ E∗\{0}, H = Kerφ.

Corollaire 28.17. φ ∈ E∗\{0}, a ∈ K. Alors φ−1 ({a}) est un hyperplan affine de direc-
tion Kerφ.

Lemme 28.18. φ ∈ E∗\{0}. Alors :

{ψ ∈ E∗, Kerψ = Kerφ} = {λφ, λ ∈ K∗} .

Démonstration. (⊃) Clair. (⊂) Soit ψ ∈ E∗ t.q. Kerψ = Kerφ. Soit u ∈ E\ Kerφ.
Montrer que ψ = ψ(u)

φ(u)φ.

Notation 28.19. On note H (E) l’ensemble des hyperplans de E et D(E) l’ensemble des
droites vectorielles de E.

Proposition 28.20. L’application
∣∣∣∣∣H (E) −→ D (E∗)

H 7−→ {ψ ∈ E∗, Kerψ ⊃ H}
est une bijection.
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Théorème 28.21 (Théorème fondamental de la dualité). (ψ,φ1, . . . , φp) ∈ (E∗)p+1.
S’équivalent :

(i) ψ ∈ Vect (φ1, . . . , φp).
(ii) Kerψ ⊃

⋂p
i=1 Kerφi.

Démonstration. (i) ⇒ (ii) Clair. (ii) ⇒ (i) Récurrence sur p. H(p) : Pour tout K-
espace vectoriel E et pour tout (ψ,φ1, . . . , φp) ∈ (E∗)p+1, Kerψ ⊃

⋂p
i=1 Kerφi =⇒ ψ ∈

Vect (φ1, . . . , φp). H(1) est vraie d’après le lemme 28.18. Soit p ∈ N∗ t.q. H(p) soit vraie.
Soit (ψ,φ1, . . . , φp+1) ∈ (E∗)p+2 t.q. Kerψ ⊃

⋂p+1
i=1 Kerφi. On pose H = Kerφp+1. Pour

ϑ ∈ E∗, on notera ϑ̂ = ϑ|H ∈ H∗. On a alors :

Ker ψ̂ ⊃
p⋂
i=1

Ker φ̂i.

D’après H(p), on dispose de (λ1, . . . , λp) ∈ Kp t.q. ψ̂ =
∑p
i=1 λiφ̂i. On note δ = ψ −∑p

i=1 λiφi. On a Ker δ ⊃ H = Kerφp+1. D’après H(1), il existe λp+1 ∈ K t.q. δ =
λp+1φp+1, d’où ψ =

∑p+1
i=1 λiφi ∈ Vect (φ1, . . . , φp+1). Donc H(p+ 1) est vraie et la récur-

rence se propage.

Théorème 28.22. (φ1, . . . , φp) ∈ (E∗)p. Alors :

rg (φ1, . . . , φp) = codim
( p⋂
i=1

Kerφi

)
.

Démonstration. Soit F un supplémentaire de
⋂p
i=1 Kerφi dans E (F existe car codim (

⋂p
i=1 Kerφi) ⩽

p d’après la proposition 28.11). En notant Φ = Vect (φ1, . . . , φp), poser :

α :
∣∣∣∣∣Φ −→ F ∗

ψ 7−→ ψ|F
.

Montrer que α est un isomorphisme et en déduire rg (φ1, . . . , φp) = dimΦ = dimF ∗ =
dimF = codim (

⋂p
i=1 φi).

III Bases duales et préduales
Proposition 28.23. Si E est de dimension finie, alors :

dimE∗ = dimE.

Notation 28.24. On note E∗∗ = (E∗)∗.

Proposition 28.25. On suppose que E est de dimension finie. On considère :

Ψ :

∣∣∣∣∣∣∣∣
E −→ E∗∗

x 7−→
∣∣∣∣∣E

∗ −→ K
φ 7−→ φ(x)

.

Alors Ψ est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
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Définition 28.26 (Base duale). On suppose que E est de dimension d. On considère
B = (e1, . . . , ed) une base de E. On pose B∗ = (e∗

1, . . . , e
∗
d) ∈ (E∗)d t.q.

∀(i, j) ∈ J1, dK2, e∗
i (ej) = δij .

Alors B∗ est une base de E∗, dite base duale de B.

Démonstration. rg (e∗
1, . . . , e

∗
d) = codim

(⋂d
i=1 Ker e∗

i

)
= d.

Proposition 28.27. On suppose que E est de dimension d. On considère (e1, . . . , ed) une
base de E.

∀x ∈ E, x =
d∑
i=1

e∗
i (x) · ei. (i)

∀φ ∈ E∗, φ =
d∑
i=1

φ(ei) · e∗
i . (ii)

Définition 28.28 (Base préduale). On suppose que E est de dimension finie. On considère
β une base de E∗. Alors il existe une unique base B de E t.q. B∗ = β. La base B est dite
base préduale de β.

Proposition 28.29. On suppose que E est de dimension finie. On considère B une base
de E. Alors :

∀φ ∈ E∗, MB∗ (φ) = t(MB,1 (φ)).

IV Systèmes de formes linéaires

Proposition 28.30. On suppose que E est de dimension finie d. On considère (φ1, . . . , φp) ∈
(E∗)p, et on pose :

Φ :
∣∣∣∣∣E −→ Kp

x 7−→ (φ1(x), . . . , φp(x))
.

On a Φ ∈ L (E,Kp). Et :
(i) (φ1, . . . , φp) est libre ⇐⇒ Φ est surjectif.
(ii) (φ1, . . . , φp) est génératrice ⇐⇒ Φ est injectif.

Remarque 28.31. On reprend les hypothèses de la proposition 28.30. On pose B =
(e1, . . . , ed) une base de E et C la base canonique de Kp. On a alors :

MB,C (Φ) =

φ1 (e1) · · · φ1 (ed)
... . . . ...

φp (e1) · · · φp (ed)

 .
Donc :

codim
( p⋂
i=1

Kerφi

)
= codim Ker Φ = rg Φ = rg MB,C (Φ)

= rg t(MB,C (Φ)) = rg (φ1, . . . , φp) .

Ceci fournit ainsi une autre démonstration du théorème 28.22, en ajoutant l’hypothèse que
E est de dimension finie.
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V Systèmes linéaires

Notation 28.32. Pour A ∈ Mn,p (K), B ∈ Mn,1 (K), on note ΣA,B le système linéaire
AX = B et :

SA,B = {X ∈ Mp,1 (K) , AX = B} .

Vocabulaire 28.33 (Rang d’un système linéaire). Pour A ∈ Mn,p (K), B ∈ Mn,1 (K), on
appelle rang du système linéaire ΣA,B le rang de A.

Lemme 28.34. Pour A ∈ Mn,p (K), SA,0 est un sous-espace vectoriel de Kp, et :

codim SA,0 = rgA.

Proposition 28.35. A ∈ Mn,p (K), B ∈ Mn,1 (K). Alors SA,B = ∅ ou SA,B est un
espace affine de direction SA,0 et de dimension (p− rgA).
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Chapitre 29
Algèbres

Notation 29.1. Dans ce chapitre, (K,+,×) est un corps.

I Généralités

Définition 29.2 (Algèbre). A un ensemble, + et × deux LCI sur A, · une LCE K×A →
A. On dit que (A,+, ·,×) est une K-algèbre lorsque :

(i) (A,+, ·) est un K-espace vectoriel,
(ii) (A,+,×) est un anneau,
(iii) ∀(λ, x, y) ∈ K × A, (λ · x) × y = x× (λ · y).

Si de plus × est commutative, A est dite algèbre commutative.

Exemple 29.3.
(i) (K[X],+, ·,×) est une K-algèbre.
(ii) (L(E),+, ·, ◦) est une K-algèbre, pour E K-espace vectoriel.
(iii) (Md (K) ,+, ·,×) est une K-algèbre, pour d ∈ N∗.
(iv) (L,+,×,×) est une K-algèbre, pour L surcorps de K.

Définition 29.4 (Sous-algèbre). (A,+, ·,×) une K-algèbre. On appelle sous-algèbre de
(A,+, ·,×) tout B ⊂ A t.q.

(i) B est un sous-espace vectoriel de (A,+, ·),
(ii) B est un sous-anneau de (A,+,×).

Lemme 29.5. (A,+, ·,×) une K-algèbre. Une intersection quelconque de sous-algèbres de
(A,+, ·,×) est une sous-algèbre de (A,+, ·,×).

Définition 29.6 (Sous-algèbre engendrée par une partie). (A,+, ·,×) une K-algèbre. U ⊂
A. Alors l’ensemble des sous-algèbres de (A,+, ·,×) contenant U possède un plus petit
élément, noté ⟨U⟩.

Proposition 29.7. (A,+, ·,×) une K-algèbre. U ⊂ A. Alors :

⟨U⟩ = Vect ({x1 · · ·xn, n ∈ N, (x1, . . . , xn) ∈ Un}) .

Définition 29.8 (Morphisme d’algèbres). (A,+, ·,×), (B,+, ·,×) deux K-algèbres. On
appelle morphisme d’algèbres toute application φ : A → B t.q.
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(i) φ est linéaire,
(ii) φ est un morphisme d’anneaux.

Proposition 29.9. L’image directe (resp. réciproque) d’une sous-algèbre par un mor-
phisme d’algèbres est une sous-algèbre.

II Polynômes et algèbres

Notation 29.10. Dans la suite du chapitre, (A,+, ·,×) est une K-algèbre.

Lemme 29.11. a ∈ A. Alors il existe un unique morphisme de K-algèbres φa : K[X] → A
t.q.

φa(X) = a.

On a alors :
∀ (p0, . . . , pn) ∈ Kn+1, φa

(
n∑
k=0

pkX
k

)
=

n∑
k=0

pka
k.

Notation 29.12.
(i) Pour P ∈ K[X] et a ∈ A, on pose P (a) = φa(P ).
(ii) Pour a ∈ A, on pose :

K[a] = Imφa = {P (a), P ∈ K[X]} .

Proposition 29.13. a ∈ A.
(i) K[a] = ⟨a⟩.
(ii) L’algèbre K[a] est commutative.

III Polynôme minimal

Définition 29.14 (Idéal annulateur). Pour a ∈ A, on pose :

Ja = Kerφa = {P ∈ K[X], P (a) = 0} .

Ja est un idéal de K[X], appelé idéal annulateur de a.

Définition 29.15 (Polynôme minimal). a ∈ A. Si Ja ̸= {0}, on note µa ∈ K[X], dit
polynôme minimal de a, l’unique générateur unitaire de Ja.

Proposition 29.16. a ∈ A.
(i) Si Ja = {0}, alors φa : K[X] → K[a] est un isomorphisme. Ainsi, en tant que

K-espace vectoriel, A est de dimension infinie.
(ii) Si Ja ̸= {0}, alors en notant d = degµa, on a dimK[a] = d, et

(
1, a, . . . , ad−1

)
est

une base de K[a].
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IV Algébriques et transcendants
Notation 29.17. Dans cette section, L est un surcorps de K.

Définition 29.18 (Algébriques et transcendants). a ∈ L. On considère Ja = {P ∈ K[X], P (a) = 0}.
(i) Si Ja = {0}, on dit que a est transcendant sur K.
(ii) Si Ja ̸= {0}, on dit que a est algébrique sur K.

Proposition 29.19. a ∈ L. S’équivalent :
(i) a est transcendant sur K.
(ii) (an)n∈N est une famille libre du K-espace vectoriel L.
(iii) ∀P ∈ K[X]\{0}, P (a) ̸= 0.

Proposition 29.20. Il existe des réels transcendants sur Q.

Démonstration. Montrer que l’ensemble des algébriques sur Q est dénombrable, alors
que R n’est pas dénombrable (voir proposition 6.22).

Proposition 29.21. a ∈ L. Si a est algébrique sur K, alors µa est un irréductible de
K[X].

Proposition 29.22. a ∈ L. S’équivalent :
(i) a est algébrique sur K.
(ii) (an)n∈N est une famille liée du K-espace vectoriel L.
(iii) K[a] est de dimension finie (comme K-espace vectoriel).
(iv) K[a] est un sous-corps de L.

Démonstration. (i) ⇔ (ii) ⇔ (iii) Conséquence de la proposition 29.16. (iii) ⇒ (iv) K[a]
est un sous-anneau de L, il suffit donc de montrer que K[a]∗ = K[a]\{0}. Soit b ∈ K[a]\{0}.
On considère :

θb :
∣∣∣∣∣K[a] −→ K[a]

x 7−→ bx
.

θb est K-linéaire et injective. Or K[a] est de dimension finie, donc θb est un isomorphisme.
En particulier, ∃x ∈ K[a], bx = 1. Donc b ∈ K[a]∗. (iv) ⇒ (i) Si a = 0, alors a est bien
algébrique. Sinon, comme K[a] est un corps, a−1 ∈ K[a]. Soit donc P ∈ K[X] t.q. P (a) =
a−1. Vérifier alors que (XP − 1) (a) = 0, avec (XP − 1) ̸= 0. Donc a est algébrique.

Lemme 29.23. Soit E un L-espace vectoriel. Alors :

dimKE = dimK L · dimLE,

y compris si les dimensions sont infinies, avec la convention 0 × (+∞) = 0.

Théorème 29.24. On considère :

A = {a ∈ L, a est algébrique sur K} .

Alors A est un sous-corps de L.
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Démonstration. Soit (a, b) ∈ A2. Montrer que (K[a]) [b] est de dimension finie comme
K-espace vectoriel. Or :

K ⊂ K[a+ b] ⊂ (K[a]) [b] et K ⊂ K[a× b] ⊂ (K[a]) [b].

Donc K[a+ b] et K[a× b] sont de dimension finie, donc (a+ b) et (a× b) sont algébriques.
Ainsi, A est stable par + et ×. De plus, A est stable par passage à l’inverse et contient 1.
C’est donc un corps.

Proposition 29.25. On note A = {a ∈ C, a est algébrique sur Q}. Alors :
(i) A est un sous-corps de C.
(ii) A est dénombrable.
(iii) A est algébriquement clos.

Démonstration. (iii) Soit P =
∑d
k=0 akX

k ∈ A[X]\A0[X]. On pose K0 = Q, puis, pour
n ∈ J0, dK :

Kn+1 = Kn [an] .

Par récurrence sur n, on montre que Kn est un corps et qu’il est de dimension finie comme
Q-espace vectoriel. On considère alors ω ∈ C une racine de P (d’après le théorème 25.27).
ω est algébrique sur Kd+1 (car P (ω) = 0 et P ∈ (Kd+1) [X]). Donc :

dimQQ[ω] ⩽ dimQKd+1[ω] = dimQKd+1 · dimKd+1 Kd+1[ω] < +∞.

Donc ω ∈ A. Ainsi, P admet une racine dans A. Donc A est algébriquement clos.

V Adjonction de racines

Vocabulaire 29.26 (Corps de rupture, corps de décomposition).
(i) P ∈ K[X] irréductible. On appelle corps de rupture de P tout surcorps L de K tel

que P possède une racine sur L.
(ii) P ∈ K[X]. On appelle corps de décomposition de P tout surcorps L de K tel que P

est scindé dans L[X].

Proposition 29.27. P ∈ K[X] irréductible. Alors P admet un corps de rupture.

Démonstration. Poser L = K[X]/ ⟨P ⟩, où ⟨P ⟩ est l’idéal engendré par P dans K[X].
Montrer que L est un surcorps de K et que P

(
X
)

= 0 dans L.

Proposition 29.28. P ∈ K[X]. Alors P admet un corps de décomposition.

Démonstration. Par récurrence sur le degré.
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Chapitre 30
Polynômes d’Endomorphismes

Notation 30.1. Dans tout le chapitre, (K,+,×) est un corps et (E,+, ·) est un K-espace
vectoriel.

I Lemme des noyaux

Lemme 30.2 (Lemme des noyaux). f ∈ L(E).
(i) (P1, P2) ∈ K[X]2. Si P1 ∧ P2 = 1, alors :

Ker (P1P2) (f) = KerP1(f) ⊕ KerP2(f).

(ii) (P1, . . . , Pn) ∈ K[X]n. Si P1, . . . , Pn sont premiers entre eux deux à deux, alors :

Ker
[(

n∏
i=1

Pi

)
(f)
]

=
n⊕
i=1

KerPi(f).

Démonstration. (i) En appliquant l’égalité de Bézout, obtenir l’existence de (U, V ) ∈
K[X]2 t.q. UP1 + V P2 = 1. En déduire :

∀x ∈ Ker(P1P2)(f), [U(f) ◦ P1(f)] (x)︸ ︷︷ ︸
x1

+ [V (f) ◦ P2(f)] (x)︸ ︷︷ ︸
x2

= x.

Montrer que x1 ∈ KerP2(f), x2 ∈ KerP1(f) et en déduire que Ker (P1P2) (f) = KerP1(f)+
KerP2(f). Montrer ensuite que KerP1(f) ∩ KerP2(f) = {0}. (ii) Par récurrence.

II Valeurs propres d’un endomorphisme

Définition 30.3 (Éléments propres d’un endomorphisme). f ∈ L(E). Pour λ ∈ K, on
pose :

Eλ(f) = Ker (f − λidE) .

(i) Si Eλ(f) ̸= {0}, on dit que λ est une valeur propre de f .
(ii) Si x ∈ Eλ(f)\{0}, on dit que x est un vecteur propre de f associé à la valeur propre

λ.
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(iii) Eλ(f) est le sous-espace propre de f associé à λ.
On note de plus Sp(f) l’ensemble des valeurs propres de f .

Proposition 30.4. f ∈ L(E). Alors les (Eλ(f))λ∈K sont en somme directe.

Corollaire 30.5. f ∈ L(E). On suppose que E est de dimension finie. Alors f a au plus
(dimE) valeurs propres distinctes.

Proposition 30.6. f ∈ L(E). Si (u1, . . . , us) ∈ (E\{0})s est un système de vecteurs
propres de f associés à des valeurs propres distinctes, alors (u1, . . . , us) est libre.

III Suites à récurrence linéaire

Vocabulaire 30.7 (Suite à récurrence linéaire). u ∈ KN. On dit que u est une suite à
récurrence linéaire lorsqu’il existe d ∈ N∗ et (β0, . . . , βd−1) ∈ Kd t.q.

∀n ∈ N, un+d =
d−1∑
k=0

βkun+k.

Proposition 30.8. (β0, . . . , βd−1) ∈ Kd. On pose :

E =
{
u ∈ KN, ∀n ∈ N, un+d =

d−1∑
k=0

βkun+k

}
.

Alors l’application
∣∣∣∣∣E −→ Kd

u 7−→ (u0, . . . , ud−1)
est un isomorphisme. Ainsi :

dim E = d.

Notation 30.9.
(i) Pour P = Xd +

∑d−1
k=0 pkX

k ∈ K[X] unitaire, on pose :

E(P ) =
{
u ∈ KN, ∀n ∈ N, un+d +

d−1∑
k=0

pkun+k = 0
}
.

(ii) On pose σ :
∣∣∣∣∣K

N −→ KN

u 7−→ (un+1)n∈N
.

Proposition 30.10. σ ∈ L
(
KN
)

et σ est surjectif. De plus :

∀P ∈ K[X], E(P ) = KerP (σ).

Lemme 30.11. P ∈ K[X]. Si P1, . . . , Ps sont des irréductibles de K[X] deux à deux
distincts, et (α1, . . . , αs) ∈ (N∗)s t.q. P = Pα1

1 · · ·Pαs
s , alors :

E(P ) =
s⊕
i=1

E (Pαi
i ) .

Lemme 30.12. α ∈ N∗, λ ∈ K. On suppose carK = 0.
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(i) Si λ = 0, alors :

E (Xα) =
{
u ∈ KN, u stationne en 0 à partir du rang α

}
.

(ii) Si λ ̸= 0, alors :

E ((X − λ)α) =
{
(R(n)λn)n∈N , R ∈ Kα−1[X]

}
.

Théorème 30.13. P ∈ K[X]. On suppose carK = 0. Soit λ1, . . . , λs des éléments de
K\{0} deux à deux distincts, (α1, . . . , αs) ∈ (N∗)s t.q.

P = (X − λ1)α1 · · · (X − λs)αs .

Alors, pour u ∈ KN :

u ∈ E(P ) ⇐⇒ ∃ (Q1, . . . , Qs) ∈ Kα1−1[X] × · · · × Kαs−1[X],

∀n ∈ N, un =
s∑
i=1

Qi(n)λni .

Autrement dit,
((
njλni

)
n∈N

)
1⩽i⩽s

0⩽j<αi

est une base de E(P ).

IV Matrices semblables
Notation 30.14. Dans toute la suite de ce chapitre, on suppose que E est de dimension
finie.

Définition 30.15 (Matrices semblables). (A,B) ∈ Mn (K)2. On dit que B est semblable
à A lorsque :

∃P ∈ GLn (K) , A = PBP−1.

On note alors A ≈ B. Et ≈ est une relation d’équivalence.

Proposition 30.16. (A,B) ∈ Mn (K)2. Si A et B sont semblables, alors A et B sont
équivalentes.

Proposition 30.17. On définit :

Φ :

∣∣∣∣∣∣∣∣
GLn (K) −→ Aut (Mn (K))

P 7−→ φP :
∣∣∣∣∣Mn (K) −→ Mn (K)

M 7−→ PMP−1
,

où Aut (Mn (K)) est le groupe des automorphismes d’algèbres de Mn (K).
(i) Pour (A,B) ∈ Mn (K)2, on a A ≈ B ⇐⇒ ∃P ∈ GLn (K) , A = φP (B).
(ii) Φ est un morphisme de groupes.
(iii) Ker Φ = {λIn, λ ∈ K∗}.

Proposition 30.18. (A,B) ∈ Mn (K)2, avec n = dimE. Alors A ≈ B ssi il existe B,B′

bases de E et f ∈ L(E) t.q. A = MB(f) et B = MB′(f).

Proposition 30.19. (A,B) ∈ Mn (K)2, Π ∈ K[X]. Alors :

A ≈ B =⇒ Π(A) ≈ Π(B).
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V Trace

Définition 30.20 (Trace d’une matrice). On définit :

tr :

∣∣∣∣∣∣∣∣
Mn (K) −→ K

A 7−→
n∑
i=1

Aii
.

Proposition 30.21.
(i) tr ∈ L (Mn (K) ,K).
(ii) ∀ (A,B) ∈ Mn (K)2 , tr (AB) = tr (BA).
(iii) ∀ (A,B) ∈ Mn (K)2 , A ≈ B =⇒ trA = trB.

Proposition 30.22. On définit :

T :

∣∣∣∣∣∣∣∣
Mn (K) −→ L (Mn (K) ,K)

B 7−→ τB :
∣∣∣∣∣Mn (K) −→ K

A 7−→ tr (AB)
.

Alors T est un isomorphisme.

Définition 30.23 (Trace d’un endomorphisme). B une base de E. On définit :

tr :
∣∣∣∣∣L(E) −→ K

f 7−→ tr (MB(f))
.

tr ne dépend pas de B.

Proposition 30.24.
(i) tr ∈ L (L(E),K).
(ii) ∀(f, g) ∈ L(E)2, tr (f ◦ g) = tr (g ◦ f).

Proposition 30.25. On définit :

Ψ :

∣∣∣∣∣∣∣∣
L(E) −→ L (L(E),K)

g 7−→ ψg :
∣∣∣∣∣L(E) −→ K

f 7−→ tr (f ◦ g)
.

Alors Ψ est un isomorphisme.

VI Valeurs propres d’une matrice

Définition 30.26 (Éléments propres d’une matrice). A ∈ Mn (K), λ ∈ K.
(i) Si ∃X ∈ Mn,1 (K) \{0}, AX = λX, on dit que λ est une valeur propre de A.
(ii) Si X ∈ Mn,1 (K) \{0} avec AX = λX, on dit que X est un vecteur propre de A

associé à la valeur propre λ.
On note de plus Sp(A) l’ensemble des valeurs propres de A.

Proposition 30.27. A ∈ Mn (K), λ ∈ K, Π ∈ K[X]. Si λ est valeur propre de A, alors
Π(λ) est valeur propre de Π(A).
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Proposition 30.28. f ∈ L(E). Soit B une base de E. Alors les valeurs propres de f
sont les valeurs propres de MB(f). De plus, MB envoie les vecteurs propres de f sur les
vecteurs propres de MB(f).

Corollaire 30.29. (A,B) ∈ Mn (K)2. Si A ≈ B, alors A et B ont les mêmes valeurs
propres.

Proposition 30.30. A ∈ Mn (K). Alors A a au plus n valeurs propres.

VII Polynôme caractéristique

Définition 30.31 (Polynôme caractéristique d’une matrice). A ∈ Mn (K). On pose :

χA = det (A−XIn) ∈ K[X],

où (A−XIn) est vu comme élément de Mn (K(X)). χA est appelé polynôme caractéris-
tique de A.

Proposition 30.32. A ∈ Mn (K). Alors degχA = n, et on connaît certains coefficients
de χA :

χA = (−1)n
[
Xn − (trA)Xn−1 + · · · + (−1)n (detA)

]
.

Proposition 30.33. (A,B) ∈ Mn (K)2.

A ≈ B =⇒ χA = χB.

Définition 30.34 (Polynôme caractéristique d’un endomorphisme). B une base de E.
Pour f ∈ L(E), on définit :

χf = χMB(f).

χf ne dépend pas de B.

Proposition 30.35. f ∈ L(E), λ ∈ K. Alors :

λ est valeur propre de f ⇐⇒ λ est racine de χf .

Corollaire 30.36. f ∈ L(E). Alors f a au plus (dimE) valeurs propres distinctes.

VIII Endomorphismes cycliques

Notation 30.37. f ∈ L(E), u ∈ E. On note :

K[f ] · u = {φ(u), φ ∈ K[f ]} = {(P (f)) (u), P ∈ K[X]} .

Proposition 30.38. f ∈ L(E), u ∈ E. Alors :

(i) K[f ] · u = Vect
(
fk(u), k ∈ N

)
.

(ii) K[f ] · u est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant u et stable par f .

Notation 30.39. f ∈ L(E), u ∈ E. On note :

Jf,u = {P ∈ K[X], (P (f)) (u) = 0} .

Jf,u est un idéal non nul de K[X]. Son unique générateur unitaire est noté µf,u.
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Proposition 30.40. f ∈ L(E), u ∈ E.
(i) µf,u | µf .

(ii)
(
u, f(u), . . . , f δ−1(u)

)
est une base de K[f ] · u, où δ = degµf,u.

(iii) dim (K[f ] · u) = degµf,u.

Définition 30.41 (Endomorphisme cyclique). f ∈ L(E). S’équivalent :
(i) ∃u ∈ E, E = K[f ] · u.

(ii) ∃u ∈ E,
(
u, f(u), . . . , fd−1(u)

)
est libre, où d = dimE.

Si ces propriétés sont vérifiées, on dit que (E, f) est cyclique.

Lemme 30.42. On considère :

M =



0 · · · · · · 0 −a0

1 . . . . . . ...
...

0 . . . . . . ...
...

... . . . . . . 0 −an−2
0 · · · 0 1 −an−1


∈ Mn (K) ,

avec (a0, . . . , an−1) ∈ Kn. M est dite matrice de Frobenius. Et on a :

χM = (−1)n
(
Xn +

n−1∑
k=0

akX
k

)
.

Lemme 30.43. f ∈ L(E). Si (E, f) est cyclique, alors :

χf (f) = 0.

Démonstration. Soit u ∈ E t.q. B =
(
u, f(u), . . . , fd−1(u)

)
est une base de E, où

d = dimE. On pose (a0, . . . , ad−1) ∈ Kd t.q.

fd(u) +
d−1∑
k=0

akf
k(u) = 0.

Montrer alors que MB(f) est une matrice de Frobenius, et en déduire avec le lemme 30.42
que :

χf = (−1)d
(
Xd +

d−1∑
k=0

akX
k

)
.

On a ainsi (χf (f)) (u) = 0. Soit alors v ∈ E. Comme E = K[f ] · u, il existe Π ∈ K[X] tel
que v = (Π(f)) (u). En déduire alors que (χf (f)) (v) = 0, puis que χf (f) = 0.

IX Théorème de Cayley-Hamilton

Lemme 30.44. f ∈ L(E). Soit F un sous-espace vectoriel de E stable par f . On note
f̃ ∈ L(F ) l’endomorphisme induit par f sur F . Alors :

χ
f̃

| χf .
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Démonstration. Soit G un supplémentaire de F dans E. Soit βF et βG des bases res-
pectives de F et G. En notant β = βF ∪ βG, on a :

Mβ(f) =
[
MβF

(
f̃
)

A

0 B

]
.

Ainsi χf = χ
f̃

· χB.

Théorème 30.45 (Théorème de Cayley-Hamilton). f ∈ L(E). Alors :

χf (f) = 0.

Démonstration. Soit u ∈ E\{0}. On pose F = K[f ] ·u. F est stable par f ; on pose donc
f̃ ∈ L(F ) l’endomorphisme induit par f sur F . Alors

(
F, f̃

)
est cyclique, donc d’après

le lemme 30.43, on a χ
f̃

(
f̃
)

= 0. Or d’après le lemme 30.44, il existe R ∈ K[X] t.q.
χf = Rχ

f̃
. Ainsi

(χf (f)) (u) =
(
R
(
f̃
)

◦ χ
f̃

(
f̃
))

(u) = 0.

Donc ∀u ∈ E, (χf (f)) (u) = 0.

Corollaire 30.46. f ∈ L(E). Alors :

µf | χf .

En particulier, degµf ⩽ dimE.

Corollaire 30.47. A ∈ Mn (K). Alors :
(i) χA(A) = 0.
(ii) µA | χA.
(iii) degµA ⩽ n.

Application 30.48. f ∈ L(E). On suppose que f est nilpotent et on note ν = min
{
k ∈ N, fk = 0

}
.

Alors ν ⩽ dimE.

Démonstration. Remarquer que µf = Xν , et appliquer le fait que degµf ⩽ dimE.
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Chapitre 31
Réduction des Endomorphismes

Notation 31.1. Dans tout le chapitre, (K,+,×) est un corps et (E,+, ·) est un K-espace
vectoriel de dimension finie n.

I Matrices diagonales

Définition 31.2 (Matrices diagonales). Pour (λ1, . . . , λn) ∈ Kn, on note :

diag (λ1, . . . , λn) =


λ1 0 · · · 0

0 . . . . . . ...
... . . . . . . 0
0 · · · 0 λn

 ∈ Mn (K) .

On note de plus :

Dn (K) = {diag (λ1, . . . , λn) , (λ1, . . . , λn) ∈ Kn} .

Les éléments de Dn(K) sont dits matrices diagonales.

Proposition 31.3.
(i) Dn(K) est une sous-algèbre de Mn (K).

(ii) Pour i ∈ J1, nK, l’application
∣∣∣∣∣Dn(K) −→ K

D 7−→ Dii
est un morphisme d’algèbres.

(iii) Pour tout (λ1, . . . , λn) ∈ Kn et P ∈ K[X], on a :

P (diag (λ1, . . . , λn)) = diag (P (λ1) , . . . , P (λn)) .

(iv) Pour tout (λ1, . . . , λn) ∈ Kn, on a :

χdiag(λ1,...,λn) =
n∏
i=1

(λi −X) .

II Diagonalisation

II.1 Diagonalisation des endomorphismes

Définition 31.4 (Endomorphisme diagonalisable). f ∈ L(E). S’équivalent :
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(i) Il existe une base de E constituée de vecteurs propres de f .
(ii) Il existe β base de E t.q. Mβ(f) ∈ Dn(K).
(iii) Si λ1, . . . , λs sont les valeurs propres distinctes de f , alors :

E =
s⊕
i=1

Eλi
(f).

Si ces propriétés sont vérifiées, on dit que f est diagonalisable.

Proposition 31.5. f ∈ L(E). On suppose que f est diagonalisable et on note β une base
de E t.q. Mβ(f) = diag (λ1, . . . , λn), où (λ1, . . . , λn) ∈ Kn. Alors :

χf =
n∏
i=1

(λi −X) .

En particulier, λ1, . . . , λn sont les valeurs propres de f .

Proposition 31.6. f ∈ L(E).
(i) f diagonalisable =⇒ χf scindé.
(ii) f diagonalisable ⇐= χf simplement scindé.

Proposition 31.7. f ∈ L(E). S’équivalent :
(i) f est diagonalisable.
(ii) Il existe λ1, . . . , λs deux à deux distincts, (ω1, . . . , ωs) ∈ (N∗)s tels que χf =

∏s
i=1 (λi −X)ωi

et ∀i ∈ J1, sK, dimEλi
(f) ⩾ ωi.

(iii) Il existe λ1, . . . , λs deux à deux distincts, (ω1, . . . , ωs) ∈ (N∗)s tels que χf =
∏s
i=1 (λi −X)ωi

et ∀i ∈ J1, sK, dimEλi
(f) = ωi.

(iv) Il existe λ1, . . . , λs deux à deux distincts, (ω1, . . . , ωs) ∈ (N∗)s tels que χf =
∏s
i=1 (λi −X)ωi

et ⃝s
i=1 (f − λiid) = 0.

(v) f annule un polynôme simplement scindé.
(vi) µf est simplement scindé.

Proposition 31.8. f ∈ L(E), F sous-espace vectoriel de E stable par f . On suppose que
f est diagonalisable. Alors :

(i) L’induit de f sur F est diagonalisable.
(ii) F possède un supplémentaire stable par f .

Démonstration. (i) Comme f est diagonalisable, soit P un polynôme simplement scindé
annulant f . En notant f̃ l’induit de f sur F , montrer que P

(
f̃
)

= 0, donc f̃ est diagonali-
sable. (ii) Soit βF = (ε1, . . . , εs) une base de F . Soit B une base de E constituée de vecteurs
propres de f (car f est diagonalisable). On complète βF en une base β = (ε1, . . . , εn) de
E avec des vecteurs de B. On considère alors :

G = Vect (εs+1, . . . , εn) .

Alors E = F ⊕G et G est stable par f .
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II.2 Diagonalisation des matrices

Définition 31.9 (Matrice diagonalisable). A ∈ Mn (K). On dit que A est diagonalisable
lorsque A est semblable à une matrice diagonale.

Proposition 31.10. f ∈ L(E). B base de E. Alors f est diagonalisable ssi MB(f) est
diagonalisable.

Proposition 31.11. A ∈ Mn (K).
(i) A diagonalisable =⇒ χA scindé.
(ii) A diagonalisable ⇐= χA simplement scindé.

Proposition 31.12. A ∈ Mn (K). S’équivalent :
(i) A est diagonalisable.
(ii) Il existe λ1, . . . , λs deux à deux distincts, (ω1, . . . , ωs) ∈ (N∗)s tels que χA =

∏s
i=1 (λi −X)ωi

et ∀i ∈ J1, sK, rg (A− ωiIn) ⩽ n− ωi.
(iii) Il existe λ1, . . . , λs deux à deux distincts, (ω1, . . . , ωs) ∈ (N∗)s tels que χA =

∏s
i=1 (λi −X)ωi

et ∀i ∈ J1, sK, rg (A− ωiIn) = n− ωi.
(iv) Il existe λ1, . . . , λs deux à deux distincts, (ω1, . . . , ωs) ∈ (N∗)s tels que χA =

∏s
i=1 (λi −X)ωi

et
∏s
i=1 (A− λiIn) = 0.

(v) A annule un polynôme simplement scindé.
(vi) µA est simplement scindé.

III Applications de la diagonalisation

Proposition 31.13. f ∈ L(E). On suppose que f est diagonalisable, et on note λ1, . . . , λs
les valeurs propres distinctes de f . Pour i ∈ J1, sK, on pose pi la projection sur Eλi

(f)
parallèlement à

⊕
1⩽j⩽n
j ̸=i

Eλj
(f). Alors :

(i) ∀i ∈ J1, sK, pi ∈ K[f ].
(ii) K[f ] = Vect (p1, . . . , ps).

Démonstration. (i) Soit i ∈ J1, sK. Poser Πi =
∏

1⩽j⩽n
j ̸=i

X−λj

λi−λj
, et montrer que pi = Πi(f).

(ii) Soit Q ∈ K[X]. Montrer que :

Q(f) =
s∑
i=1

Q (λi) pi.

Lemme 31.14. (f, g) ∈ L(E)2. Si f ◦ g = g ◦ f , alors chaque sous-espace propre de f est
stable par g.

Définition 31.15 (Commutant d’un endomorphisme). Pour f ∈ L(E), on note :

Γ(f) = {g ∈ L(E), g ◦ f = f ◦ g} .

Proposition 31.16. f ∈ L(E). Alors :
(i) K[f ] ⊂ Γ(f),
(ii) Γ(f) est une sous-algèbre de L(E).
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Lemme 31.17. f ∈ L(E). On suppose que f est diagonalisable, et on pose λ1, . . . , λs
deux à deux distincts, (ω1, . . . , ωs) ∈ (N∗)s tels que :

χf =
s∏
i=1

(λi −X)ωi .

Alors :
dim Γ(f) =

s∑
i=1

ω2
i .

Démonstration. Montrer :

Γ(f) = {g ∈ L(E), ∀i ∈ J1, sK, g (Eλi
(f)) ⊂ Eλi

(f)} ≃
s∏
i=1

L (Eλi
(f)) .

Donc dim Γ(f) =
∑s
i=1 dim L (Eλi

(f)) =
∑s
i=1 (dimEλi

(f))2 =
∑s
i=1 ω

2
i .

Proposition 31.18. f ∈ L(E). On suppose que f est diagonalisable. S’équivalent :
(i) χf est simplement scindé.
(ii) χf = µf .
(iii) dimK[f ] = dimE.
(iv) dim Γ(f) = dimE.
(v) K[f ] = Γ(f).

Proposition 31.19. f ∈ L(E), Π ∈ K[X]\K0[X]. On suppose que χf est simplement
scindé, et on écrit :

χf =
n∏
i=1

(λi −X) ,

où λ1, . . . , λn sont deux à deux distincts. Alors :

|{φ ∈ L(E), Π(φ) = f}| =
n∏
i=1

∣∣∣Π−1 ({λi})
∣∣∣ .

Démonstration. Soit B une base de E diagonalisant f (car χf est simplement scindé).
Soit φ ∈ L(E) t.q. Π(φ) = f . Alors φ commute avec f , donc MB(φ) commute avec MB(f).
En déduire que MB(φ) ∈ Dn(K). Donc φ = diag (µ1, . . . , µn), avec (µ1, . . . , µn) ∈ Kn. Et
∀i ∈ J1, nK, µi ∈ Π−1 ({λi}). L’inclusion réciproque étant claire, on a :

MB ({φ ∈ L(E), Π(φ) = f})

=
{

diag (µ1, . . . , µn) , (µ1, . . . , µn) ∈ Π−1 ({λ1}) × · · · × Π−1 ({λn})
}
.

Proposition 31.20. f ∈ L(E). On suppose que f est diagonalisable, et on note λ1, . . . , λs
les valeurs propres distinctes de f . Alors les sous-espaces vectoriels de E stables par f sont
les

⊕s
i=1Gi, où Gi est un sous-espace vectoriel de Eλi

(f), pour i ∈ J1, sK.
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IV Matrices triangulaires

Définition 31.21 (Matrice triangulaire). A ∈ Mn (K). A est dite triangulaire supérieure
(resp. inférieure) lorsque ∀(i, j) ∈ J1, nK2, i > j =⇒ Aij = 0 (resp. ∀(i, j) ∈ J1, nK2, i <
j =⇒ Aij = 0). On note Tsn(K) (resp. Tin(K)) l’ensemble des matrices triangulaires supé-
rieures (resp. inférieures).

Proposition 31.22.
(i) Tsn(K) est une sous-algèbre de Mn (K).
(ii) Tsn(K) = Vect

(
Eij , 1 ⩽ i ⩽ j ⩽ n

)
.

(iii) dimTsn (K) = n(n+1)
2 .

(iv) ∀A ∈ Tsn(K) ∩GLn(K), A−1 ∈ Tsn(K).

Proposition 31.23. On pose :

P =


0 · · · 0 1
... ... ... 0

0 ... ... ...
1 0 · · · 0

 ∈ GLn(K) et ΦP :
∣∣∣∣∣T
s
n(K) −→ Tin(K)
M 7−→ PMP−1 .

Alors ΦP est un isomorphisme d’algèbres.

V Trigonalisation

V.1 Généralités

Définition 31.24 (Endomorphisme trigonalisable). f ∈ L(E). S’équivalent :
(i) Il existe β+ base de E t.q. Mβ+(f) ∈ Tsn(K).
(ii) Il existe β− base de E t.q. Mβ−(f) ∈ Tin(K).

Si ces propriétés sont vérifiées, on dit que f est trigonalisable.

Définition 31.25 (Matrice trigonalisable). A ∈ Mn (K). S’équivalent :
(i) A est semblable à une matrice triangulaire supérieure.
(ii) A est semblable à une matrice triangulaire inférieure.

Si ces propriétés sont vérifiées, on dit que A est trigonalisable.

Proposition 31.26. f ∈ L(E). B base de E. Alors f est trigonalisable ssi MB(f) est
trigonalisable.

V.2 Drapeaux

Définition 31.27 (Drapeau). On appelle drapeau de E toute suite F = (Ei)0⩽i⩽n de
sous-espaces vectoriels de E t.q.

{0} = E0 ⊊ E1 ⊊ · · · ⊊ En−1 ⊊ En = E.

Proposition 31.28. F = (Ei)0⩽i⩽n un drapeau de E. Alors :

∀i ∈ J0, nK, dimEi = i.
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Proposition 31.29. F = (Ei)0⩽i⩽n une suite de sous-espaces vectoriels de E. Alors F
est un drapeau de E ssi il existe une base B = (e1, . . . , en) de E t.q.

∀i ∈ J0, nK, Ei = Vect (e1, . . . , ei) .

Si tel est le cas, on dit que B est une base adaptée à F .

Vocabulaire 31.30 (Drapeau stable par un endomorphisme). F = (Ei)0⩽i⩽n un drapeau
de E. f ∈ L(E). On dit que F est stable par f lorsque :

∀i ∈ J0, nK, f (Ei) ⊂ Ei.

Proposition 31.31. f ∈ L(E). Alors f est trigonalisable ssi il existe un drapeau de E
stable par f .

VI Polynômes scindés et trigonalisation

VI.1 Endomorphismes transposés

Définition 31.32 (Endomorphisme transposé). f ∈ L(E). On définit :

tf :
∣∣∣∣∣E

∗ −→ E∗

φ 7−→ φ ◦ f
.

On a tf ∈ L (E∗).

Proposition 31.33. f ∈ L(E), B base de E, dont on note B∗ la base duale. Alors :

MB∗

(
tf
)

= t(MB(f)).

Lemme 31.34. f ∈ L(E). On suppose que f annule un polynôme scindé. Alors il existe
un hyperplan de E stable par f .

Démonstration. Soit Π ∈ K[X] scindé annulant f . Pour φ ∈ E∗\{0}, on a :

f (Kerφ) ⊂ Kerφ ⇐⇒ Ker (φ ◦ f) ⊃ Kerφ
⇐⇒ ∃λ ∈ K, φ ◦ f = λφ

⇐⇒ ∃λ ∈ K, tf (φ) = λφ

⇐⇒ φ est un vecteur propre de tf.

Montrer que Π
(
tf
)

= t(Π(f)) = 0. En déduire que tf admet un vecteur propre φ ∈ E∗\{0}
(pour cela, écrire Π =

∏s
i=1 (X − ζi) et montrer qu’il existe i ∈ J1, sK t.q.

(
tf − ζiid

)
̸∈

GL (E∗)). Ainsi, Kerφ est un hyperplan stable par f .

VI.2 Endomorphismes trigonalisables et polynômes scindés

Lemme 31.35. f ∈ L(E). Si f est trigonalisable, alors f annule un polynôme scindé.

Démonstration. Soit B = (e1, . . . , en) une base de E t.q.

MB(f) =


λ1 m12 · · · m1n

0 . . . . . . ...
... . . . . . . mn−1,n
0 · · · 0 λn

 ∈ Tsn(K).
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Pour i ∈ J0, nK, on note Ei = Vect (e1, . . . , ei). Et on considère :

Π =
n∏
i=1

(X − λi) = (−1)nχf .

Montrer que ∀i ∈ J1, nK, (f − λiid) (Ei) ⊂ Ei−1, en déduire que Π(f) = 0.

Remarque 31.36. La démonstration du lemme 31.35 redémontre le théorème de Cayley-
Hamilton (théorème 30.45) dans le cas particulier des endomorphismes trigonalisables.

Théorème 31.37. f ∈ L(E). Alors f est trigonalisable ssi f annule un polynôme scindé.

Démonstration (Première méthode). (⇒) Voir lemme 31.35. (⇐) On procède par ré-
currence sur dimE. Le résultat est vrai lorsque dimE = 1. Soit n ⩾ 2 t.q. le résultat est
vrai dans tout espace de dimension (n− 1). Soit E un K-espace vectoriel de dimension n,
soit f ∈ L(E) annulant un polynôme scindé Π =

∏s
i=1 (X − ζi) ∈ K[X]. Première étape.

Montrer qu’il existe i ∈ J1, nK t.q. (f − ζiid) ̸∈ GL(E) et en déduire que ζi est une valeur
propre de f . Soit e1 un vecteur propre associé à ζi. Deuxième étape. On complète (e1) en
une base B = (e1, ε2, . . . , εn) de E. Alors :

MB(f) =
[
ζi Y
0 A

]
,

où Y ∈ M1,n−1 (K) et A ∈ Mn−1 (K). Montrer que Π(A) = 0. Ainsi, selon la version
matricielle de l’hypothèse de récurrence, A est trigonalisable. Soit donc P ∈ GLn−1(K) et
T ∈ Tsn−1(K) t.q. A = PTP−1. Alors :[

1 0
0 P−1

]
︸ ︷︷ ︸

P̃−1

[
ζi Y
0 A

]
︸ ︷︷ ︸

MB(f)

[
1 0
0 P

]
︸ ︷︷ ︸

P̃

=
[
ζi Y P
0 T

]
∈ Tsn(K).

Donc f est trigonalisable et la récurrence se propage.

Démonstration (Deuxième méthode). Par récurrence sur dimE avec le lemme 31.34.

Corollaire 31.38. Si K est algébriquement clos, alors tout endomorphisme de L(E) est
trigonalisable.

Corollaire 31.39. A ∈ Mn (K). Alors χA(A) = 0.

Démonstration. Soit L un corps de décomposition de µA (qui existe d’après la propo-
sition 29.28). Alors µA est scindé sur L et µA(A) = 0. Donc en considérant A comme
élément de Mn (L), A est trigonalisable. Or, d’après la remarque 31.36, le théorème de
Cayley-Hamilton est vrai pour les matrices trigonalisables. Donc χA(A) = 0 (dans L, donc
dans K).

Corollaire 31.40. f ∈ L(E). S’équivalent :
(i) f est trigonalisable.
(ii) χf est scindé.
(iii) µf est scindé.

Corollaire 31.41. f ∈ L(E), F sous-espace vectoriel de E stable par f . Si f est trigo-
nalisable, alors l’induit de f sur F est trigonalisable.
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Chapitre 32
Compléments sur la Réduction

Notation 32.1. Dans tout le chapitre, (K,+,×) est un corps et (E,+, ·) est un K-espace
vectoriel de dimension finie n.

I R et C

Lemme 32.2. (A,B) ∈ Mn (R)2. S’équivalent :
(i) A ≈ B au sens de Mn (R), i.e. ∃P ∈ GLn(R), A = PBP−1.
(ii) A ≈ B au sens de Mn (C), i.e. ∃P ∈ GLn(C), A = PBP−1.

Démonstration. (i) ⇒ (ii) Clair (car GLn(R) ⊂ GLn(C)). (ii) ⇒ (i) Soit P ∈ GLn(C)
t.q. A = PBP−1. Soit (Q,R) ∈ Mn (R)2 t.q. P = Q+ iR. Alors :

∀t ∈ R, A (Q+ tR) = (Q+ tR)B.

On pose Π = det (Q+XR) ∈ R[X]. On a Π(i) ̸= 0 donc Π ∈ R[X]\{0}. Soit donc t0 ∈ R
t.q. Π (t0) ̸= 0. Alors (Q+ t0R) ∈ GLn(R) et :

A = (Q+ t0R)B (Q+ t0R)−1 .

Application 32.3. Soit A ∈ Mn (R) t.q. A2 + In = 0. Alors :
(i) A n’a pas de valeur propre réelle.
(ii) n est pair.

(iii) A ≈ R̃ =


R 0 · · · 0

0 . . . . . . ...
... . . . . . . 0
0 · · · 0 R

, où R =
(

0 −1
1 0

)
.

Démonstration. (i) On a µA |
(
X2 + 1

)
donc toute valeur propre de A est racine de(

X2 + 1
)
, qui n’a pas de racine réelle. (ii) χA n’a pas de racine réelle donc n = degχA est

pair. (iii) A annule (X + i) (X − i) donc A est C-diagonalisable, de valeurs propres i et
−i. Donc il existe s ∈ J0, nK t.q.

A ≈ Ds =
[
iIs 0
0 −iIn−s

]
.
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On a i(2s−n) = trDs = trA ∈ R donc s = n
2 et A ≈ Dn/2. Or R̃ ∈ Mn (R) et R̃2 +In = 0,

donc selon le raisonnement précédent, R̃ ≈ Dn/2. Donc A ≈ R̃ au sens de Mn (C) donc au
sens de Mn (R) (d’après le lemme 32.2).

Proposition 32.4. f ∈ L(E). On suppose que E est un R-espace vectoriel de dimension
finie. Alors il existe un sous-espace vectoriel de E stable par f et de dimension 1 ou 2.

Démonstration. On cherche x ∈ E\{0} t.q. f2(x) ∈ Vect(x, f(x)). Autrement dit, on
cherche P ∈ R2[X] t.q. KerP (f) ̸= {0}. Or, on a degµf ⩾ 1. Soit donc P un facteur
irréductible de µf : il existe Q ∈ R[X] t.q. µf = PQ. Si P (f) était inversible, Q annulerait
f avec 0 ⩽ degQ < degµf : c’est impossible. Donc KerP (f) ̸= {0} et degP ∈ {1, 2} car
P est un irréductible de R[X].

II Codiagonalisation

Définition 32.5 (Endomorphismes codiagonalisables). A ⊂ L(E). On dit que les élé-
ments de A sont codiagonalisables lorsqu’il existe β base de E t.q.

∀f ∈ A, Mβ(f) ∈ Dn(K).

Théorème 32.6. A ⊂ L(E). Alors les éléments de A sont codiagonalisables ssi les deux
conditions suivantes sont vérifiées :

(i) ∀f ∈ A, f est diagonalisable,
(ii) ∀ (f, g) ∈ A2, f ◦ g = g ◦ f .

Démonstration. (⇒) Clair (deux matrices diagonales commutent). (⇐) On procède par
récurrence sur dimE. Le résultat est vrai lorsque dimE = 1. Soit n ⩾ 2 t.q. le résultat
est vrai dans tout espace de dimension < n. Soit E un K-espace vectoriel de dimension
n et soit A ⊂ L(E) vérifiant (i) et (ii). Premier cas : A ⊂ Vect (id). Alors toute base
convient. Second cas : A ̸⊂ Vect (id). Soit alors h ∈ A\ Vect (id). h est diagonalisable ; soit
λ1, . . . , λs ses valeurs propres distinctes. Pour i ∈ J1, sK et g ∈ A, Eλi

(h) est stable par g
car g ◦ h = h ◦ g ; on note donc gi l’induit de g sur Eλi

(h). On pose de plus :

Ai = {gi, g ∈ A} .

On a dimEλi
(h) < dimE (car h ̸∈ Vect (id)), donc par hypothèse de récurrence, il existe

βi base de Eλi
(h) codiagonalisant les éléments de Ai. Poser alors β = β1 ∪ · · · ∪ βs et

montrer que β codiagonalise les éléments de A.

Application 32.7. A ∈ Mn (K), B ∈ Mp,n (K), C ∈ Mp (K). Alors :

µA ∧ µC = 1 =⇒
[
A 0
B C

]
≈
[
A 0
0 C

]
.

Démonstration. On suppose que µA∧µC = 1. Pour P ∈ Mp,n (K), on considère M(P ) =[
In 0
P Ip

]
. On a M(P ) ∈ GLn+p(K) et M(P )−1 =

[
In 0

−P Ip

]
. Et :

M(P )
[
A 0
B C

]
M(P )−1 =

[
A 0

PA− CP +B C

]
.
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Il suffit donc de trouver P ∈ Mp,n (K) t.q. PA−CP = −B. On considère donc l’endomor-
phisme :

Φ :
∣∣∣∣∣Mp,n (K) −→ Mp,n (K)

P 7−→ PA− CP
.

On va montrer que Φ est un isomorphisme. Soit P ∈ Ker Φ. Alors PA = CP . On en
déduit alors ∀Π ∈ K[X], PΠ(A) = Π(C)P . En particulier, PµC(A) = 0. Or µA ∧ µC =
1 donc il existe (U, V ) ∈ K[X]2 t.q. UµA + V µC = 1. Donc V (A)µC(A) = In, d’où
µC(A) ∈ GLn(K), donc P = 0. Ainsi, Ker Φ = {0} donc Φ est injective donc bijective,
donc ∃P ∈ Mp,n (K) , PA− CP = −B.

III Sous-espaces caractéristiques

Définition 32.8 (Sous-espaces caractéristiques). f ∈ L(E). Pour λ ∈ Sp(f), on note :

Fλ(f) =
⋃
k∈N∗

Ker
(
(f − λid)k

)
= Ker

(
(f − λid)dimE

)
= Ker ((f − λid)ω) ,

où ω est l’ordre de multiplicité de λ comme racine de χf . On dit que Fλ(f) est le sous-
espace caractéristique de f associé à λ.

Proposition 32.9. f ∈ L(E). On suppose que f est trigonalisable. Alors :
(i) E =

⊕
λ∈Sp(f) Fλ(f),

(ii) ∀λ ∈ Sp(f), {0} ⊊ Eλ(f) ⊂ Fλ(f),
(iii) f est diagonalisable ⇐⇒ ∀λ ∈ Sp(f), Eλ(f) = Fλ(f).

Proposition 32.10. f ∈ L(E). On suppose que f est trigonalisable. Soit λ ∈ Sp(f).
Alors Fλ(f) est stable par f , et l’induit f̃ de f sur Fλ(f) est de la forme :

f̃ = λid+ ν,

où ν ∈ L (Fλ(f)) est un endomorphisme nilpotent.

Proposition 32.11. f ∈ L(E). On suppose que f est trigonalisable :

χf =
s∏
i=1

(λi −X)ωi ,

où λ1, . . . , λs sont deux à deux distincts, (ω1, . . . , ωs) ∈ (N∗)s. Alors :

∀i ∈ J1, sK, dimFλi
(f) = ωi.

Démonstration. Pour i ∈ J1, sK, l’induit fi de f sur Fλi
(f) est de la forme fi = λiid+νi,

où νi ∈ L (Fλi
(f)) est nilpotent (selon la proposition 32.10). Donc χνi = (−X)dimFλi

(f),
d’où χfi

= (λi −X)dimFλi
(f). Ainsi :

s∏
i=1

(λi −X)ωi = χf =
s∏
i=1

χfi
=

s∏
i=1

(λi −X)dimFλi
(f) .

Il vient ∀i ∈ J1, sK, dimFλi
(f) = ωi.
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Proposition 32.12. f ∈ L(E). On suppose que f est trigonalisable, de valeurs propres
λ1, . . . , λs. Pour i ∈ J1, sK, on note pi la projection sur Fλi

(f) parallèlement à
⊕

1⩽j⩽n
j ̸=i

Fλj
(f).

Alors :
∀i ∈ J1, sK, pi ∈ K[f ].

Démonstration. On écrit χf =
∏s
i=1 (λi −X)ωi , avec (ω1, . . . , ωs) ∈ (N∗)s. Soit i ∈

J1, sK. Soit (U, V ) ∈ K[X]2 t.q.

U (X − λi)ωi + V
∏

1⩽j⩽n
j ̸=i

(X − λj)ωj = 1.

Poser Πi = 1 − U (X − λi)ωi et montrer que pi = Πi(f).

Proposition 32.13. f ∈ L(E), λ ∈ Sp(f). S’équivalent :
(i) Eλ(f) = Fλ(f).
(ii) Eλ(f) possède un supplémentaire stable par f .
(iii) L’ordre de multiplicité de λ comme racine de µf est égal à 1.

Démonstration. (iii) ⇒ (ii) Si λ est racine simple de µf , alors il existe Q ∈ K[X] t.q.
µf = (X − λ)Q avec Q(λ) ̸= 0. D’après le lemme des noyaux, on a :

E = Kerµf (f) = Ker ((X − λ) (f)) ⊕ KerQ(f) = Eλ(f) ⊕ KerQ(f).

Donc KerQ(f) est un supplémentaire de Eλ(f) stable par f . (ii) ⇒ (i) On suppose que
Eλ(f) possède un supplémentaire G stable par f . Comme Eλ(f) ⊂ Fλ(f), il suffit de
prouver que Fλ(f) ⊂ Eλ(f). Soit donc x ∈ Fλ(f). Il existe (y, z) ∈ Eλ(f) × G t.q.
x = y + z. De plus, en notant n = dimE, on a :

0 = (f − λid)n (x) = (f − λid)n (y) + (f − λid)n (z) = (f − λid)n (z).

Or λ n’est pas valeur propre de l’induit fG de f sur G car G ∩ Eλ(f) = {0}. Ainsi,
z = 0, donc x = y ∈ Eλ(f). (i) ⇒ (ii) On suppose que Eλ(f) = Fλ(f). Soit ω ∈ N∗ et
H ∈ K[X] t.q. χf = (X − λ)ωH avec H(λ) ̸= 0. Selon le lemme des noyaux et le théorème
de Cayley-Hamilton, on a :

E = Kerχf (f) = Ker ((X − λ)ω (f)) ⊕ KerH(f)
= Fλ(f) ⊕ KerH(f) = Eλ(f) ⊕ KerH(f).

Donc KerH(f) est un supplémentaire de Eλ(f) stable par f . (ii) ⇒ (iii) On suppose que
Eλ(f) possède un supplémentaire G stable par f . En notant f̃ et fG les induits respectifs
de f sur Eλ(f) et G, on a G∩Eλ(f) = {0} donc λ n’est pas valeur propre de fG donc pas
racine de µfG

. Or :
µf | µ

f̃
µfG

= (X − λ)µfG
.

Donc λ est racine simple de µf .

IV Réduction en dimension 2 dans R ou C

Proposition 32.14. A ∈ M2 (C). Alors A est semblable à une et une seule des matrices
suivantes :
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(i)
(
λ 0
0 µ

)
, (λ, µ) ∈ C2, λ ̸= µ,

(ii)
(
λ 0
0 λ

)
, λ ∈ C,

(iii)
(
λ 1
0 λ

)
, λ ∈ C.

Proposition 32.15. A ∈ M2 (R). Alors A est semblable à une et une seule des matrices
suivantes :

(i)
(
λ 0
0 µ

)
, (λ, µ) ∈ R2, λ ̸= µ,

(ii)
(
λ 0
0 λ

)
, λ ∈ R,

(iii)
(
λ 1
0 λ

)
, λ ∈ R,

(iv)
(
a −b
b a

)
, (a, b) ∈ R × R∗

+.

V Topologie de Mn (K)

V.1 Densité de GLn(K) et applications

Proposition 32.16. On suppose que K = R ou C. Alors GLn(K) est dense dans Mn (K).

Démonstration. SoitA ∈ Mn (K). Sp(A) est fini, soit donc t ∈ (K\ Sp(A))N t.q. tp −−−−→
p→+∞

0. Alors A− tpIn −−−−→
p→+∞

A et ∀p ∈ N, (A− tpIn) ∈ GLn (K).

Lemme 32.17. (A,B) ∈ Mn (K)2. Si A ∈ GLn(K), alors AB ≈ BA. En particulier,
χAB = χBA.

Proposition 32.18. (A,B) ∈ Mn (K)2. Alors :

χAB = χBA.

Démonstration. Première étape : K = R ou C. Utiliser la densité de GLn(K) dans
Mn (K), le lemme 32.17, et la continuité de la fonction :

Ξ :
∣∣∣∣∣Mn (K) −→ Kn[X]

M 7−→ χM
.

Deuxième étape : K est infini. On pose (δ0, . . . , δn) ∈ L (Kn[X],K)n+1 t.q.

∀P ∈ Kn[X], P =
n∑
k=0

δk(P )Xk.

Pour p ∈ J0, nK, on pose ensuite dp = δp ◦ Ξ, puis :

γp :
∣∣∣∣∣K −→ K
t 7−→ dp ((A− tIn)B) − dp (B (A− tIn))

.
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La fonction γp est polynomiale car dp est polynomiale. Et, d’après le lemme 32.17, on
a ∀t ∈ K\ Sp(A), = γp(t) = 0. Puisque K\ Sp(A) est infini, il vient γp = 0. D’où ∀p ∈
J0, nK, γp(0) = 0, donc χAB = χBA. Troisième étape : K est fini. On plonge K dans un
surcorps L infini (par exemple : L = K(X)), et on calcule les polynômes caractéristiques
dans Mn (L).

V.2 Topologie des classes de similitude

Notation 32.19. Pour A ∈ Mn (C), on note :

Ω(A) =
{
PAP−1, P ∈ GLn(C)

}
.

Lemme 32.20. A ∈ Mn (C). Alors :

Ω(A) ∩ Dn(C) ̸= ∅.

Démonstration. Comme C est algébriquement clos, A est trigonalisable (c.f. corollaire
31.38) ; soit donc T ∈ Ω(A) ∩ Tsn(C). On pose :

D = diag (1, 2, . . . , n) ∈ Dn(C).

Montrer :

DpTD−p =
(
1J1,jK(i)

(
i

j

)p
Tij

)
1⩽i⩽n
1⩽j⩽n

−−−−→
p→+∞


T11 0 · · · 0

0 . . . . . . ...
... . . . . . . 0
0 · · · 0 Tnn

 .

Proposition 32.21. A ∈ Mn (C). Alors :

Ω(A) est fermé ⇐⇒ A est diagonalisable.

Démonstration. (⇒) Conséquence du lemme 32.20. (⇐) On suppose A diagonalisable
et on écrit :

χA =
s∏
i=1

(λi −X)ωi ,

avec λ1, . . . , λs deux à deux distincts, (ω1, . . . , ωs) ∈ (N∗)s. Soit alors B ∈ Ω(A)N t.q.
Bp −−−−→

p→+∞
L ∈ Mn (C). On a :

χL = lim
p→+∞

χBp = χA.

De plus, en notant Π =
∏s
i=1 (X − λi), on a :

Π(L) = lim
p→+∞

Π (Bp) = 0.

Ainsi, L est diagonalisable, de valeurs propres λ1, . . . , λs. Donc L ∈ Ω(A).

Proposition 32.22. A ∈ Mn (C). Alors :

Ω(A) est borné ⇐⇒ A ∈ Vect (In) .
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VI Systèmes dynamiques de matrices ou d’endomorphismes

Proposition 32.23. A ∈ Mn (K). On suppose carK = 0 et on note Π = Xδ+
∑δ−1
k=0 αkX

k ∈
K[X] un polynôme annulateur de A. Alors, pour tout (i, j) ∈ J1, nK2, la suite

(
(Ap)ij

)
p∈N

est à récurrence linéaire :

∀p ∈ N,
(
Ap+δ

)
ij

+
δ−1∑
k=0

αk
(
Ap+k

)
ij

= 0.

Le théorème 30.13 fournit donc la forme de l’expression de (Ap)ij en fonction de p.

Proposition 32.24. A ∈ Mn (C). Alors :
(i) Ap −−−−→

p→+∞
0 ⇐⇒ ∀X ∈ Mn,1 (C) , ApX −−−−→

p→+∞
0.

(ii) (Ap)p∈N converge ⇐⇒ ∀X ∈ Mn,1 (C) , (ApX)p∈N converge.
(iii) (Ap)p∈N est bornée ⇐⇒ ∀X ∈ Mn,1 (C) , (ApX)p∈N est bornée.

Proposition 32.25. A ∈ Mn (C). Alors :

Ap −−−−→
p→+∞

0 ⇐⇒ Sp(A) ⊂ Bo(0, 1).

Démonstration. (⇒) Soit λ ∈ Sp(A), soit X ∈ Mn,1 (C) un vecteur propre associé.
Alors :

λpX = ApX −−−−→
p→+∞

0.

En déduire (par exemple en choisissant i ∈ J1, nK t.q. Xi ̸= 0) que λp −−−−→
p→+∞

0. Donc
λ ∈ Bo(0, 1). (⇐) Soit E un C-espace vectoriel de dimension n, de base B. Soit f ∈ L(E)
t.q. MB(f) = A. C étant algébriquement clos, on écrit :

χf =
s∏
i=1

(λi −X)ωi ,

où λ1, . . . , λs sont deux à deux distincts et (ω1, . . . , ωs) ∈ (N∗)s. En utilisant la proposition
32.10, montrer que :

∀x ∈ Fλi
(f), fp(x) −−−−→

p→+∞
0.

Comme E =
⊕s

i=1 Fλi
(f), il vient ∀x ∈ E, fp(x) −−−−→

p→+∞
0. En déduire que fp −−−−→

p→+∞
0,

i.e. Ap −−−−→
p→+∞

0.

Proposition 32.26. f ∈ L(E). On suppose que E est un C-espace vectoriel. S’équivalent :
(i) (fp)p∈N est bornée.
(ii) Sp(f) ⊂ Bf (0, 1) et ∀λ ∈ Sp(f) ∩ U, Fλ(f) = Eλ(f).

Démonstration. (i) ⇒ (ii) Soit λ ∈ Sp(f). On vérifie aisément que |λ| ⩽ 1. Si λ ∈ U,
soit fλ l’induit de f sur Fλ(f). On sait qu’il existe νλ ∈ L (Fλ) nilpotent t.q.

fλ = λid+ νλ.

On suppose par l’absurde que Eλ(f) ⊊ Fλ(f). Autrement dit, νλ ̸= 0, d’où :

Ker νλ ⊊ Ker ν2
λ.
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Or :

∀x ∈ Ker ν2
λ\ Ker νλ,

∥∥fpλ(x)
∥∥ = ∥λx+ pνλ(x)∥
⩾ p ∥νλ(x)∥ − ∥x∥ −−−−→

p→+∞
+∞,

où ∥·∥ est une norme sur Fλ(f). C’est absurde. (ii) ⇒ (i) Soit β une base de E adaptée à
la somme

⊕
λ∈Sp(f) Fλ(f). Alors :

MB(f) =


M1 0 · · · 0

0 . . . . . . ...
... . . . . . . 0
0 · · · 0 Ms

 ,

où Mi = λiIωi +Ni, avec ωi ∈ N∗ et Ni ∈ Mωi (C) nilpotente. On a de plus :

∀i ∈ J1, sK, λi ∈ U =⇒ Mi = λiIωi .

En déduire avec la proposition 32.25 que ((MB(f))p)p∈N est bornée, i.e. (fp)p∈N est bornée.

Proposition 32.27. f ∈ L(E). On suppose que E est un C-espace vectoriel. S’équivalent :
(i) (fp)p∈N converge.
(ii) Sp(f) ⊂ Bo(0, 1) ∪ {1} et F1(f) = E1(f).

VII Commutant d’une matrice

Définition 32.28 (Commutant d’une matrice). Pour A ∈ Mn (K), on note :

Γ(A) = {M ∈ Mn (K) , AM = MA} .

Proposition 32.29. A ∈ Mn (K). Alors :
(i) K[A] ⊂ Γ(A),
(ii) Γ(A) est une sous-algèbre de Mn (K).

Lemme 32.30. ∀A ∈ Tsn(K), dim Γ(A) ⩾ n.

Démonstration. Soit A ∈ Tsn(K). Montrer que :

Γ(A) ∩ Tsn(K) =
⋂

1⩽i<j⩽n
Kerφij , où φij :

∣∣∣∣∣T
s
n(K) −→ K
M 7−→ (AM)ij − (MA)ij

.

Ainsi :

dim Γ(A) ⩾ dim (Γ(A) ∩ Tsn(K)) = dim

 ⋂
1⩽i<j⩽n

Kerφij


= dimTsn(K) − rg (φij , 1 ⩽ i < j ⩽ n)

⩾
n(n+ 1)

2 − n(n− 1)
2 = n.
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Lemme 32.31. ∀A ∈ Mn (K) , A trigonalisable =⇒ dim Γ(A) ⩾ n.

Démonstration. Soit A ∈ Mn (K) trigonalisable. Soit P ∈ GLn(K) t.q. PAP−1 ∈ Tsn(K).
On considère l’automorphisme d’algèbres :

ΦP :
∣∣∣∣∣Mn (K) −→ Mn (K)

M 7−→ PMP−1 .

On a :
dim Γ(A) = dim ΦP (Γ(A)) = dim Γ (ΦP (A)) ⩾ n,

d’après le lemme 32.30 car ΦP (A) ∈ Tsn(K).

Proposition 32.32.
∀A ∈ Mn (K) , dim Γ(A) ⩾ n.

Démonstration. Soit L un corps de décomposition de µA (qui existe d’après la proposi-
tion 29.28). Alors µA est scindé sur L et µA(A) = 0. Donc en considérant A comme élément
de Mn (L), A est trigonalisable. D’après le lemme 32.31, dim ΓL(A) ⩾ n. Montrer alors
que ΓK(A) et ΓL(A) sont les espaces de solutions d’un même système linéaire à coefficients
dans K, à n2 équations et n2 inconnues. Le rang de ce système linéaire est invariant par
changement du corps de base, d’où dim ΓK(A) = dim ΓL(A) ⩾ n.

VIII Décomposition de Dunford

Théorème 32.33 (Décomposition de Dunford). f ∈ L(E). On suppose que f est trigo-
nalisable. Alors il existe un unique couple (d, ν) ∈ L(E)2 t.q.

(i) f = d+ ν,
(ii) d est diagonalisable,
(iii) ν est nilpotent,
(iv) d ◦ ν = ν ◦ d.

Une telle décomposition est appelée décomposition de Dunford.

Démonstration. Existence. On note λ1, . . . , λs les valeurs propres distinctes de f . Pour
i ∈ J1, sK, on note pi la projection sur Fλi

(f) parallèlement à
⊕

1⩽j⩽n
j ̸=i

Fλj
(f). On pose

alors :
d =

s∑
i=1

λipi et ν = f − d.

D’après la proposition 32.12, on a (d, ν) ∈ K[f ]2, donc d◦ν = ν◦d. d est bien diagonalisable
(car

⊕s
i=1Eλi

(d) =
⊕s

i=1 Fλi
(f) = E). Et ν induit un nilpotent sur chaque Fλi

(f), donc ν
est nilpotent. Unicité. Soit (d′, ν ′) ∈ L(E)2 une décomposition de Dunford de f (on note
toujours (d, ν) la décomposition de Dunford donnée dans la preuve de l’existence). On a :

d− d′ = ν ′ − ν.

Or, d′ commute avec f , donc avec tout polynôme en f , donc avec d. Ainsi, d’après le
théorème 32.6, d et d′ sont codiagonalisables. Donc (d− d′) est diagonalisable. De plus,
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ν ′ commute avec ν (même argument que précédemment). Ainsi, en notant (ω, ω′) ∈ (N∗)2

t.q. νω = ν ′ω′
= 0, on a :

(
ν − ν ′)ω+ω′

=
ω∑
k=0

(
ω + ω′

k

)
νk
(
−ν ′)ω′+ω−k︸ ︷︷ ︸

0

+
ω+ω′∑
k=ω+1

(
ω + ω′

k

)
νk︸︷︷︸
0

(
−ν ′)ω′+ω−k = 0.

Donc d− d′ = ν ′ − ν est diagonalisable et nilpotent, donc nul.

IX Matrices nilpotentes
Notation 32.34. On note :

Nn(K) = {A ∈ Mn (K) , A est nilpotente} .

Proposition 32.35. A ∈ Mn (K). S’équivalent :
(i) A ∈ Nn(K).
(ii) χA = (−X)n.
(iii) ∃ν ∈ N∗, µA = Xν .

Remarque 32.36. A ∈ Mn (K). Si K est algébriquement clos, alors A ∈ Nn(K) ⇐⇒
Sp(A) = {0}.

Proposition 32.37. (A,B) ∈ Mn (K)2. Si A ≈ B, alors A ∈ Nn(K) ⇐⇒ B ∈ Nn(K).

Notation 32.38. Pour ν ∈ N∗, on pose :

Jν = (δi+1,j)1⩽i⩽ν
1⩽j⩽ν

=



0 1 0 · · · 0

0 0 1 . . . ...
... . . . . . . . . . 0
... . . . . . . 0 1
0 · · · · · · 0 0


∈ Nν(K).

Proposition 32.39. A ∈ Nn(K). S’équivalent :
(i) A ≈ Jn.
(ii) An−1 ̸= 0.
(iii) rgA = n− 1.

Lemme 32.40. ∀ (ν, k) ∈ (N∗)2 , rg Jkν = max (ν − k, 0).

Théorème 32.41 (Théorème de classification des matrices nilpotentes). A ∈ Nn(K).
Alors il existe une unique suite ν1 ⩾ · · · ⩾ νs ⩾ 1 t.q.

A ≈


Jν1 0 · · · 0

0 . . . . . . ...
... . . . . . . 0
0 · · · 0 Jνs

 .
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Chapitre 33
Exponentielle et Systèmes Différentiels
Linéaires

Notation 33.1. Dans tout le chapitre, (A,+, ·,×) est une K-algèbre de dimension n, avec
K = R ou C.

I Normes d’algèbre

Définition 33.2 (Norme d’algèbre). Soit ν une norme sur A. On dit que ν est une norme
d’algèbre lorsque :

(i) ν(1) = 1,
(ii) ∀(a, b) ∈ A2, ν(ab) ⩽ ν(a)ν(b).

Théorème 33.3. Il existe des normes d’algèbre sur A.

Démonstration. Pour a ∈ A, on considère :

φa :
∣∣∣∣∣A −→ A
x 7−→ ax

.

On a ∀a ∈ A, φa ∈ L(A) = LC(A). Soit alors ∥·∥ une norme quelconque sur A. On note
|||·||| la norme d’opérateur sur L(A) subordonnée à ∥·∥, et on pose :

ν :
∣∣∣∣∣A −→ R+

a 7−→ |||φa|||
.

Montrer que ν est une norme d’algèbre sur A.

Proposition 33.4. Soit ν une norme d’algèbre sur A. Alors :

Bo(1, 1) ⊂ A∗,

où A∗ est l’ensemble des éléments inversibles de A.

Démonstration. Soit h ∈ Bo(0, 1). Montrer que la série
∑
hp converge absolument et

que :

(1 − h)
∞∑
p=0

hp = 1.

Donc (1 − h) ∈ A∗.
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II Exponentielle sur une algèbre de dimension finie

Définition 33.5 (Exponentielle). On définit :

exp :

∣∣∣∣∣∣∣∣
A −→ A

a 7−→
∞∑
p=0

ap

p!
.

Démonstration. Soit ν une norme d’algèbre sur A. Pour a ∈ A, montrer que la série∑ ap

p! converge absolument donc converge.

Proposition 33.6. exp ∈ C0 (A,A).
Proposition 33.7. Si (B,+, ·,×) est une K-algèbre de dimension finie et ϕ : A → B est
un morphisme d’algèbres, alors :

ϕ ◦ expA = expB ◦ϕ.

Exemple 33.8.

∀ (a, b) ∈ R2, exp
((

a −b
b a

))
= ea

(
cos b − sin b
sin b cos b

)
.

Démonstration. Considérer le morphisme d’algèbres :

Φ :

∣∣∣∣∣∣∣∣
C −→ M2 (R)

z 7−→
(

ℜ(z) −ℑ(z)
ℑ(z) ℜ(z)

)
.

D’après la proposition 33.7, on a :
exp (Φ (a+ ib)) = Φ (exp (a+ ib)) = eaΦ (cos b+ i sin b) .

Proposition 33.9.
∀(a, b) ∈ A2, ab = ba =⇒ exp(a+ b) = exp(a) exp(b).

Démonstration. Soit (a, b) ∈ A2 t.q. ab = ba. Pour N ∈ N, poser :

SN (a, b) =
(

N∑
k=0

ak

k!

)(
N∑
k=0

bk

k!

)
=

∑
0⩽p,q⩽N

(
ap

p! · b
q

q!

)
,

TN (a, b) =
N∑
k=0

(a+ b)k

k! =
∑

(p,q)∈N2

p+q⩽N

(
ap

p! · b
q

q!

)
.

Soit alors ν une norme d’algèbre sur A. Montrer :

ν (SN (a, b) − TN (a, b)) = ν

 ∑
0⩽p,q⩽N
p+q>N

(
ap

p! · b
q

q!

)
⩽

∑
0⩽p,q⩽N
p+q>N

(
ν(a)p

p! · ν(b)q

q!

)

= SN (ν(a), ν(b)) − TN (ν(a), ν(b))
−−−−−→
N→+∞

eν(a)eν(b) − eν(a)+ν(b) = 0.
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Ainsi exp(a) exp(b) − exp(a+ b) = limN→+∞ (SN (a, b) − TN (a, b)) = 0.

Corollaire 33.10. exp(A) ⊂ A∗.

Proposition 33.11. Soit a ∈ A. On considère :

ψa :
∣∣∣∣∣R −→ A∗

t 7−→ exp(ta)
.

Alors :
(i) ψa est un morphisme de groupes.
(ii) ψa est C0.
(iii) ψa est dérivable, et ψ′

a = aψa = ψaa.
(iv) ψa(R) ⊂ K[a].

Démonstration. (iv) K[a] est un sous-espace vectoriel de A, qui est de dimension finie,
donc K[a] est fermé (c.f. proposition 15.32). Et pour tout t ∈ R, ψa(t) = limp→+∞

∑p
k=0

(ta)k

k! ∈
K[a] = K[a].

Proposition 33.12. Soit a ∈ A annulant un polynôme simplement scindé Π =
∏s
i=1 (X − λi) ∈

K[X], avec λ1, . . . , λs deux à deux distincts. Soit P ∈ Ks−1[X] t.q.

∀i ∈ J1, sK, P (λi) = eλi .

Alors :
exp(a) = P (a).

Démonstration. On considère :

Φ :

∣∣∣∣∣∣∣∣
A −→ L(A)

b 7−→ φb :
∣∣∣∣∣A −→ A
x 7−→ bx

.

Φ est un morphisme injectif d’algèbres. Donc Π (Φ(a)) = Φ (Π(a)) = 0. Ainsi, Φ(a) annule
un polynôme simplement scindé, donc Φ(a) est diagonalisable. Soit donc β une base de A
t.q.

Mβ (Φ(a)) = diag (µ1, . . . , µn) ,

avec {µi, i ∈ J1, nK} ⊂ {λi, i ∈ J1, sK}. Ainsi :

Mβ (Φ (exp(a))) = exp (Mβ (Φ(a))) = exp (diag (µ1, . . . , µn))
= diag (eµ1 , . . . , eµn) = diag (P (µ1) , . . . , P (µn))
= P (diag (µ1, . . . , µn)) = P (Mβ (Φ(a)))
= Mβ (Φ (P (a))) .

Ainsi exp(a) = P (a).
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III Exponentielles de matrices et d’endomorphismes

Notation 33.13. Dans la suite du chapitre, (E,+, ·) est un K-espace vectoriel de dimen-
sion n, avec K = R ou C.

Proposition 33.14. B une base de E, f ∈ L(E). Alors :

MB (exp(f)) = exp (MB(f)) .

Proposition 33.15. (A,B) ∈ Mn (K)2. Si A = PBP−1, avec P ∈ GLn(K), alors :

exp(A) = P exp(B)P−1.

Proposition 33.16. Soit T ∈ Tsn(K). Alors :

∀i ∈ J1, nK, (exp(T ))ii = eTii .

Proposition 33.17. ∀A ∈ Mn (R) , det (exp(A)) > 0.

Démonstration. (det ◦ exp) : Mn (R) → R∗ est une application continue, et Mn (R) est
connexe par arcs, donc (det ◦ exp) (Mn (R)) est un intervalle de R∗. Comme (det ◦ exp) (0) =
1, (det ◦ exp) (Mn (R)) ⊂ R∗

+.

Proposition 33.18. A ∈ Mn (K). Alors :

det (exp(A)) = etrA.

Démonstration. Dans Mn (C), A est trigonalisable. Soit donc P ∈ GLn(C), T ∈ Tsn(C)
t.q. A = PTP−1. Montrer alors :

det (exp(A)) = det (exp(T )) = etrT = etrA.

Proposition 33.19. f ∈ L(E). Soit F un sous-espace vectoriel de E stable par f . On
note fF l’induit de f sur F . Alors F est stable par exp(f) et :

∀x ∈ F, expL(E)(f) · x = expL(F ) (fF ) · x.

Proposition 33.20. ∀A ∈ Mn (K) , exp
(
tA
)

= t(exp(A)).

IV Systèmes différentiels linéaires homogènes à coefficients
constants

IV.1 Rappels sur la dérivée

Proposition 33.21. E,F deux R-espaces vectoriels de dimension finie. f : R → E,
Λ ∈ L(E,F ), t0 ∈ R. Si f est dérivable en t0, alors Λ ◦ f est dérivable en t0, et :

(Λ ◦ f)′ (t0) = Λ
(
f ′ (t0)

)
.

Proposition 33.22. E,F,G trois R-espaces vectoriels de dimension finie. f : R → E,
g : R → F , B : E × F → G bilinéaire, t0 ∈ R. Si f et g sont dérivables en t0, alors la
fonction p : t ∈ R 7−→ B (f(t), g(t)) ∈ G est dérivable en t0, et :

p′ (t0) = B
(
f ′ (t0) , g (t0)

)
+B

(
f (t0) , g′ (t0)

)
.

189



CHAPITRE 33. EXPONENTIELLE ET SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS
LINÉAIRES

IV.2 Systèmes différentiels linéaires homogènes à coefficients constants

Notation 33.23. Dans la suite du chapitre, (E,+, ·) est un K-espace vectoriel de dimen-
sion n, avec K = R ou C.

Vocabulaire 33.24 (Système différentiel linéaire homogène à coefficients constants). f ∈
L(E). On note Ef l’équation x′ = f ◦ x, d’inconnue x ∈ ER dérivable. On note :

Sf =
{
x ∈ ER dérivable, ∀t ∈ R, x′(t) = f (x (t))

}
.

Proposition 33.25. f ∈ L(E). Alors Sf est un sous-espace vectoriel de C∞ (R, E).

Vocabulaire 33.26 (Problème de Cauchy). f ∈ L(E), t0 ∈ R, x0 ∈ E. On appelle
problème de Cauchy le système :

Cf,t0,x0 :
{
x′ = f ◦ x
x (t0) = x0

,

d’inconnue x ∈ ER dérivable.

Théorème 33.27. f ∈ L(E), t0 ∈ R, x0 ∈ E. Alors le problème de Cauchy Cf,t0,x0 admet
une unique solution donnée par :

x :
∣∣∣∣∣R −→ E

t 7−→ exp ((t− t0) f) · x0
.

Proposition 33.28. f ∈ L(E), t0 ∈ R. Alors l’application

Ψ :
∣∣∣∣∣Sf −→ E

x 7−→ x (t0)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels. En particulier :

Sf ≃ E.

Proposition 33.29. A ∈ Mn (K), t0 ∈ R, X0 ∈ Mn,1 (K). Alors le problème de Cauchy
CA,t0,X0 (en identifiant Mn,1 (K) à Kn et Mn (K) à L (Kn)) admet une unique solution
donnée par :

X :
∣∣∣∣∣R −→ Mn,1 (K)
t 7−→ exp ((t− t0)A)X0

.

Proposition 33.30. (A,R) ∈ Mn (K)2. On suppose que A = PRP−1, avec P ∈ GLn(K).
Alors :

SA = PSR.

IV.3 Systèmes dynamiques

Proposition 33.31. On suppose ici que K = C. Soit f ∈ L(E). S’équivalent :
(i) ∀x ∈ Sf , x(t) −−−−→

t→+∞
0.

(ii) ∀λ ∈ Sp(f), ℜ(λ) < 0.
Si ces propriétés sont vérifiées, alors pour toute norme ∥·∥ sur E :

∀x ∈ Sf , ∀r ∈
]
0,− max

λ∈Sp(f)
ℜ(λ)

[
, ∥x(t)∥ = o+∞

(
e−rt

)
. (∗)
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Démonstration. (i) ⇒ (ii) Soit λ ∈ Sp(f), soit u ∈ Eλ(f)\{0}. On pose :

x :
∣∣∣∣∣R −→ E

t 7−→ etλu
.

Alors x ∈ Sf . Donc x(t) −−−−→
t→+∞

0. Ainsi etℜ(λ) =
∣∣∣etλ∣∣∣ −−−−→

t→+∞
0. Donc ℜ(λ) < 0. (ii) ⇒ (i)

On note R = − maxλ∈Sp(f) ℜ(λ) > 0. On pose F1, . . . , Fs les sous-espaces caractéristiques
de f . Pour i ∈ J1, sK, on munit Fi d’une norme ∥·∥i, on note fi l’induit de f sur Fi et on
pose λi ∈ K et νi ∈ L (Fi) nilpotent t.q. fi = λiid+νi. On définit de plus ∥·∥∞ sur E par :

∀ (x1, . . . , xs) ∈ F1 × · · · × Fs,

∥∥∥∥∥
s∑
i=1

xi

∥∥∥∥∥
∞

= max
1⩽i⩽s

∥xi∥i .

Soit alors x ∈ Sf . En notant x0 = x(0), on a :

∀t ∈ R, x(t) = exp(tf) · x0.

On pose (x1, . . . , xs) ∈ F1 × · · · × Fs t.q. x0 =
∑s
i=1 xi. Pour i ∈ J1, sK, on a :

∥exp (tfi) · xi∥i = ∥exp (tλiid+ tνi) · xi∥i =
∣∣∣etλi

∣∣∣ · ∥exp (tνi) · xi∥i

= etℜ(λi)
∥∥∥∥∥
n∑
k=0

tkνki (xi)
k!

∥∥∥∥∥
i

⩽ e−Rt
n∑
k=0

tk

∥∥∥νki (xi)
∥∥∥
i

k!

= O+∞
(
e−Rttn

)
.

Ainsi :

∥x(t)∥∞ =
∥∥∥∥∥
s∑
i=1

exp (tfi) · xi

∥∥∥∥∥
∞

= max
1⩽i⩽n

∥exp (tfi) · xi∥i = O+∞
(
e−Rttn

)
.

Donc ∀r ∈ ]0, R[ , ∥x(t)∥∞ = o+∞
(
e−rt) (on obtient (∗) par équivalence des normes).
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Chapitre 34
Intégrales sur un Intervalle Quelconque

Notation 34.1. Dans ce chapitre, on notera K = R ou C.

I Intégrales convergentes

Définition 34.2 (Intégrale impropre). a ∈ R, ω ∈ R\{a}. f ∈ C0
pm ([a, ω[ ,K). On dit que

l’ intégrale impropre
∫ ω
a f converge lorsque x 7−→

∫ x
a f a une limite dans K quand x → ω.

On pose alors : ∫ ω

a
f = lim

x→ω
x∈[a,ω[

∫ x

a
f.

Proposition 34.3. a ∈ R, ω ∈ R\{a}. On pose :

E ([a, ω[ ,K) =
{
f ∈ C0

pm ([a, ω[ ,K) ,
∫ ω

a
f converge

}
.

Alors :
(i) E ([a, ω[ ,K) est un sous-espace vectoriel de C0

pm ([a, ω[ ,K).
(ii) L’application

∫ ω
a : E ([a, ω[ ,K) → K est une forme linéaire positive.

Proposition 34.4 (Principe de localisation). a ∈ R, ω ∈ R\{a}, b ∈ [a, ω[. f ∈
C0
pm ([a, ω[ ,K). Alors

∫ ω
a f converge ssi

∫ ω
b f converge. Si tel est le cas, on a :∫ ω

a
f =

∫ b

a
f +

∫ ω

b
f.

Notation 34.5. a ∈ R, ω ∈ R\{a}. f ∈ C0
pm ([a, ω[ ,K). Si

∫ ω
a f converge, on définit :∫ a

ω
f = −

∫ ω

a
f.

Proposition 34.6. a ∈ R, ω ∈ R\{a}. f ∈ C0 ([a, ω[ ,R+). Si
∫ ω
a f = 0, alors f = 0.

Définition 34.7 (Intégrale doublement impropre). (u, v) ∈ R2, u ̸= v, a ∈ ]u, v[.
f ∈ C0

pm (]u, v[ ,K). On dit que l’ intégrale doublement impropre
∫ v
u f converge lorsque

les intégrales impropres
∫ a
u f et

∫ v
a f convergent. Dans ce cas, on définit :∫ v

u
f =

∫ a

u
f +

∫ v

a
f.
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Exemple 34.8. Pour tout α ∈ R, l’intégrale doublement impropre
∫+∞

0 tα dt diverge.

Définition 34.9 (Intégrale sur un intervalle quelconque). I intervalle non trivial de R.
f ∈ C0

pm (I,K). On dit que
∫
I f converge lorsque I est un segment ou l’intégrale impropre

correspondant à
∫
I f converge.

Proposition 34.10. I intervalle non trivial de R. On pose :

E (I,K) =
{
f ∈ C0

pm (I,K) ,
∫
I
f converge

}
.

Alors :
(i) E (I,K) est un sous-espace vectoriel de C0

pm (I,K).
(ii) L’application

∫
I : E (I,K) → K est une forme linéaire positive.

II Intégrales de fonctions positives

Proposition 34.11. a ∈ R, ω ∈ R\{a}. f ∈ C0
pm ([a, ω[ ,R+). S’équivalent :

(i)
∫ ω
a f converge.

(ii) ∃M ∈ R+, ∀x ∈ [a, ω[ ,
∫ x
a f ⩽M .

Remarque 34.12. En vertu du principe de localisation, la proposition 34.11 reste vraie
en supposant seulement que f ∈ C0

pm ([a, ω[ ,R) et f ⩾ 0 au voisinage de ω.

Proposition 34.13. a ∈ R, ω ∈ R\{a}. (f, g) ∈ C0
pm ([a, ω[ ,R)2. On suppose que :

(i) ∃b ∈ [a, ω[ , f|[b,ω[ ⩾ 0 et g|[b,ω[ ⩾ 0.
(ii) f(x) = Oω− (g(x)).

Alors
∫ ω
a g converge =⇒

∫ ω
a f converge.

Corollaire 34.14. a ∈ R, ω ∈ R\{a}. (f, g) ∈ C0
pm ([a, ω[ ,R)2. On suppose que :

(i) ∃b ∈ [a, ω[ , f|[b,ω[ ⩾ 0 et g|[b,ω[ ⩾ 0.
(ii) f(x) ∼

ω−
g(x).

Alors
∫ ω
a f et

∫ ω
a g sont de même nature.

Notation 34.15. a ∈ R, ω ∈ R\{a}. f ∈ C0
pm ([a, ω[ ,R+). Comme la fonction x 7−→

∫ x
a f

croît, il existe L ∈ R t.q.
∫ x
a f −−−−→

x→ω−
L. On notera

∫ ω
a f = L.

Proposition 34.16 (Intégrales de Bertrand). (α, β) ∈ R2. Alors :∫ +∞

2

dt
tα lnβ t

converge ⇐⇒ (α, β) > (1, 1).

Définition 34.17 (Fonction gamma). On définit :

Γ : x ∈ R∗
+ 7−→

∫ +∞

0
tx−1e−t dt ∈ R.

Proposition 34.18.
(i) ∀x ∈ R∗

+, Γ(x+ 1) = xΓ(x).
(ii) ∀n ∈ N∗, Γ(n) = (n− 1)!.
(iii) Γ est convexe sur R∗

+.
(iv) Γ ∈ C0 (R∗

+,R
)
.
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III Intégrales absolument convergentes

Définition 34.19 (Intégrale absolument convergente). I intervalle non trivial de R. f ∈
C0
pm (I,K). On dit que

∫
I f est absolument convergente lorsque

∫
I |f | converge.

Proposition 34.20. I intervalle non trivial de R. f ∈ C0
pm (I,K). Si

∫
I f converge abso-

lument, alors
∫
I f converge.

Démonstration. On se place dans le cas où I = [a, ω[, −∞ < a < ω ⩽ +∞. Il suffit de
prouver que :

∀u ∈ [a, ω[N ,
(
un −−−−−→

n→+∞
ω

)
=⇒

(∫ un

a
f

)
n∈N

converge.

Il suffit donc de prouver que :

∀u ∈ [a, ω[N ,
[(
un −−−−−→

n→+∞
ω

)
et u ↗

]
=⇒

(∫ un

a
f

)
n∈N

converge.

Soit donc u ∈ [a, ω[N t.q. un −−−−−→
n→+∞

ω et u ↗. On peut supposer u0 = a, et on a ainsi
∀n ∈ N,

∫ un
a f =

∑n
k=1

∫ uk
uk−1

f . Or :

∀n ∈ N,
n∑
k=1

∣∣∣∣∣
∫ uk

uk−1
f

∣∣∣∣∣ ⩽
n∑
k=1

∫ uk

uk−1
|f | ⩽

∫ ω

a
|f | .

Donc
∑∫ un

un−1
f converge absolument donc converge, d’où (

∫ un
a f)n∈N converge.

Vocabulaire 34.21 (Intégrale semi-convergente). I intervalle non trivial de R. f ∈
C0
pm (I,K). Si

∫
I f est convergente mais pas absolument convergente, on dit que

∫
I f est

semi-convergente.

Proposition 34.22. I intervalle non trivial de R. f ∈ C0
pm (I,K). S’équivalent :

(i)
∫
I f converge absolument.

(ii) ∃M ∈ R+, ∀ (a, b) ∈ I2,
∫ b
a |f | ⩽M .

IV Intégration des relations de Landau

Proposition 34.23. a ∈ R, ω ∈ R\{a}. f ∈ C0
pm ([a, ω[ ,K), g ∈ C0

pm ([a, ω[ ,R). On
suppose que g ⩾ 0 au voisinage de ω et f(x) = oω− (g(x)).

(i) Si
∫ ω
a g converge, alors

∫ ω
a f converge et :∫ ω

x
f = oω−

(∫ ω

x
g

)
.

(ii) Si
∫ ω
a g diverge, alors : ∫ x

a
f = oω−

(∫ x

a
g

)
.

Remarque 34.24. La proposition 34.23 reste valable en remplaçant o par O ou ∼.

Application 34.25. ∫ +∞

x
e−t2 dt ∼

+∞

e−x2

2x .
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Démonstration. On pose f : t ∈ R+ 7−→ e−t2 ∈ R. f est C0 et f(t) = O+∞
(

1
t2

)
donc∫+∞

0 f converge. Et on a :

∀x ∈ R+,

∫ +∞

x
e−t2 dt =

∫ +∞

x

(
− 1

2t

)
d
(
e−t2

)
=
[
−e−t2

2t

]+∞

x

−
∫ +∞

x

e−t2

2t2 dt

= e−x2

2x −
∫ +∞

x

e−t2

2t2 dt.

Or e−t2

2t2 = o+∞
(
e−t2

)
et e−t2 ⩾ 0 donc

∫+∞
x

e−t2

2t2 dt = o+∞
(∫+∞
x e−t2 dt

)
, d’où le résul-

tat.

V Espace des fonctions intégrables

Définition 34.26 (Fonction intégrable). I intervalle non trivial de R. f ∈ C0 (I,K). On
dit que f est intégrable lorsque

∫
I f converge absolument.

Définition 34.27. I intervalle non trivial de R. On définit :
(i) E (I,K) =

{
f ∈ C0

pm (I,K) ,
∫
I f converge

}
,

(ii) Λ1 (I,K) =
{
f ∈ C0

pm (I,K) , f est intégrable
}

,

(iii) L1 (I,K) = Λ1 (I,K) ∩ C0 (I,K).

Proposition 34.28. I intervalle non trivial de R.
(i) L1 (I,K) ⊂ Λ1 (I,K) ⊂ E (I,K) ⊂ C0

pm (I,K).
(ii) E (I,K), Λ1 (I,K) et L1 (I,K) sont des sous-espaces vectoriels de C0

pm (I,K).
(iii) L’application

∫
I : E (I,K) → K est une forme linéaire positive.

Définition 34.29 (Norme de la convergence en moyenne). I intervalle non trivial de R.
On définit :

∥·∥1 :

∣∣∣∣∣∣∣
L1 (I,K) −→ R+

f 7−→
∫
I

|f |
.

∥·∥1 est une norme sur L1 (I,K), dite norme de la convergence en moyenne.

Exemple 34.30. I intervalle non trivial de R. ω ∈ I. On définit :

δω :
∣∣∣∣∣L1 (I,K) −→ K

f 7−→ f(ω)
.

Alors δω est linéaire, mais pas continue (au sens de ∥·∥1).

Exemple 34.31. I intervalle non trivial de R. f ∈ L1 (I,K)N, ℓ ∈ L1 (I,K). Alors :(
fn

s−−−−−→
n→+∞

ℓ

)
≠⇒

(
fn

∥·∥1−−−−−→
n→+∞

ℓ

)
.
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Exemple 34.32. I intervalle non trivial de R. g ∈ C0
pm (I,K) bornée. On définit :

Φg :

∣∣∣∣∣∣∣
L1 (I,K) −→ K

f 7−→
∫
I
fg

.

Alors Φg est linéaire et continue (au sens de ∥·∥1).

Vocabulaire 34.33 (Fonction à support compact). f ∈ C0 (R,K). On dit que f est à
support compact lorsque :

∃M ∈ R+, ∀x ∈ R, |x| ⩾M =⇒ f(x) = 0.

Proposition 34.34. On note A (R,K) l’ensemble des fonctions continues à support com-
pact R → K. Alors A (R,K) est dense dans L1 (R,K) (au sens de ∥·∥1).

Démonstration. Pour n ∈ N, on définit :

gn :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

R −→ K

x 7−→


1 si |x| ⩽ n

0 si |x| ⩾ n+ 1
n+ 1 − |x| sinon

.

Pour f ∈ L1 (R,K), montrer que ∀n ∈ N, (fgn) ∈ A (R,K) et que

∥f − fgn∥1 −−−−−→
n→+∞

0.

Application 34.35. f ∈ L1 (R,K). Pour n ∈ N∗, on définit :

φn : t ∈ R 7−→ f

(
t+ 1

n

)
∈ K.

Alors ∥φn − f∥1 −−−−−→
n→+∞

0.

VI Rappels sur les espaces préhilbertiens

Définition 34.36 (Produit scalaire). E un R-espace vectoriel. On appelle produit scalaire
sur E toute application φ : E2 → R t.q.

(i) φ est symétrique,
(ii) φ est bilinéaire,
(iii) ∀x ∈ E\{0}, φ(x, x) > 0.

On dit alors que (E,φ) est un espace préhilbertien. Si de plus E est de dimension finie,
on dit que (E,φ) est un espace euclidien.

Notation 34.37. Si (E, ⟨· | ·⟩) est un espace préhilbertien, on définit :

∥·∥ :

∣∣∣∣∣∣
E −→ R+

x 7−→
√

⟨x | x⟩
.

196



CHAPITRE 34. INTÉGRALES SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

Proposition 34.38 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). (E, ⟨· | ·⟩) un espace préhilbertien.
Alors :

∀ (x, y) ∈ E2, |⟨x | y⟩| ⩽ ∥x∥ · ∥y∥ .

Démonstration (Première méthode). Soit (x, y) ∈ E2. On peut supposer x ̸= 0 et y ̸= 0.
On considère alors :

f : t ∈ R 7−→ ∥tx+ y∥2 = t2 ∥x∥2 + 2t ⟨x | y⟩ + ∥y∥2 .

f est une fonction polynomiale de degré 2, et f ⩾ 0. Ainsi, en notant ∆ le discriminant
de f , on a ∆ ⩽ 0. Or :

∆ = 4 ⟨x | y⟩2 − 4 ∥x∥2 · ∥y∥2 ⩽ 0.

Démonstration (Deuxième méthode). En se plaçant dans Vect (x, y), on se ramène au
cas où E est de dimension 2.

Corollaire 34.39. (E, ⟨· | ·⟩) un espace préhilbertien. Alors ∥·∥ =
√

⟨· | ·⟩ est une norme.

Proposition 34.40. (E, ⟨· | ·⟩) un espace préhilbertien. Alors :
(i) ∀ (x, y) ∈ E2, |⟨x | y⟩| = ∥x∥ · ∥y∥ ⇐⇒ x et y sont liés.
(ii) ∀ (x, y) ∈ E2, ⟨x | y⟩ = ∥x∥ · ∥y∥ ⇐⇒ x et y sont positivement liés.

VII Espace des fonctions à carré intégrable
Définition 34.41. I intervalle non trivial de R. On définit :

(i) Lp (I,K) =
{
f ∈ C0 (I,K) , fp est intégrable

}
, pour p ∈ J1,+∞J.

(ii) L∞ (I,K) =
{
f ∈ C0 (I,K) , f est bornée

}
.

En particulier, L2 (I,K) est l’espace des fonctions à carré intégrable.

Proposition 34.42. I intervalle non trivial de R. Alors :
(i) Pour p ∈ J1,+∞J, Lp (I,K) est un sous-espace vectoriel de C0 (I,K).
(ii) L∞ (I,K) est un sous-espace vectoriel de C0 (I,K).

Proposition 34.43. I intervalle non trivial de R. Si I est borné, alors :

L∞ (I,K) ⊂ L2 (I,K) ⊂ L1 (I,K) .

Notation 34.44. I intervalle non trivial de R. On munit L2 (I,R) d’un produit scalaire
⟨· | ·⟩ défini par :

∀ (f, g) ∈ L2 (I,R)2 , ⟨f | g⟩ =
∫
I
fg.

Définition 34.45 (Norme de la convergence en moyenne quadratique). I intervalle non
trivial de R. On définit :

∥·∥2 :

∣∣∣∣∣∣∣
L2 (I,R) −→ R+

f 7−→
∫
I

|f |2 =
√

⟨f | f⟩
.

∥·∥2 est une norme sur L2 (I,R), dite norme de la convergence en moyenne quadratique.
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Proposition 34.46 (Inégalité de Cauchy-Schwarz et généralisations). I intervalle non
trivial de R. Alors :

(i) ∀ (f, g) ∈ L2 (I,R)2 , |
∫
I fg| ⩽

√∫
I f

2 ·
√∫

I g
2.

(ii) ∀ (f, g) ∈ C0
pm (I,R)2 , f2, g2 intégrables =⇒ |

∫
I fg| ⩽

√∫
I f

2 ·
√∫

I g
2.

(iii) Soit w ∈ C0
pm (I,R). On pose :

W (I,R) =
{
f ∈ C0 (I,R) , wf2 est intégrable

}
.

Alors W (I,R) est un sous-espace vectoriel de C0 (I,R) et :

∀ (f, g) ∈ W (I,R)2 ,

∣∣∣∣∫
I
wfg

∣∣∣∣ ⩽
√∫

I
wf2 ·

√∫
I
wg2.
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Chapitre 35
Intégrales : Suites, Séries et Paramètres

Notation 35.1. Dans ce chapitre, I est un intervalle non trivial de R et K = R ou C.

I Théorème de convergence dominée

Proposition 35.2. f ∈ C0
pm (I,K)N, ℓ ∈ C0

pm (I,K). On suppose que :

(i) fn
u−−−−−→

n→+∞
ℓ sur tout compact,

(ii) ∃M ∈ Λ1 (I,R+) , ∀n ∈ N, ∀t ∈ I, |fn(t)| ⩽M(t).
Alors :

(i) ∀n ∈ N, fn ∈ Λ1 (I,K) et ℓ ∈ Λ1 (I,K),
(ii)

∫
I fn −−−−−→

n→+∞

∫
I ℓ,

(iii)
∫
I |fn − ℓ| −−−−−→

n→+∞
0.

Démonstration. (i) Cela vient du fait que M est intégrable et que :

∀n ∈ N, ∀t ∈ I, |fn(t)| ⩽M(t) et ∀t ∈ I, |ℓ(t)| = lim
n→+∞

|fn(t)| ⩽M(t).

Cette démonstration de (i) reste valable en supposant seulement fn
s−−−−−→

n→+∞
ℓ. (ii) Soit

ε > 0. Soit S un segment inclus dans I t.q.
∫
IM − ε ⩽

∫
SM ⩽

∫
IM . On note δ(S) =

supS−inf S. On a ∥fn − ℓ∥∞
S

−−−−−→
n→+∞

0 ; soit donc N ∈ N t.q. ∀n ⩾ N, ∥fn − ℓ∥∞
S
⩽ ε

1+δ(S) .
Alors :

∀n ⩾ N,

∣∣∣∣∫
I
fn −

∫
I
ℓ

∣∣∣∣ ⩽ ∫
I\S

|fn| +
∫
I\S

|ℓ| +
∫
S

|fn − ℓ|

⩽ 2
∫
I\S

M + δ(S) ∥fn − ℓ∥∞
S

⩽ 2ε+ δ(S) · ε

1 + δ(S) ⩽ 3ε.

(iii) Il suffit d’appliquer ce qui précède en remplaçant fn par |fn − ℓ|, ℓ par 0 et M par
2M .

Théorème 35.3 (Théorème de convergence dominée). f ∈ C0
pm (I,K)N, ℓ ∈ C0

pm (I,K).
On suppose que :
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(i) fn
s−−−−−→

n→+∞
ℓ,

(ii) ∃M ∈ Λ1 (I,R+) , ∀n ∈ N, ∀t ∈ I, |fn(t)| ⩽M(t).
L’hypothèse (ii) est appelée hypothèse de domination. Alors :

(i) ∀n ∈ N, fn ∈ Λ1 (I,K) et ℓ ∈ Λ1 (I,K),
(ii)

∫
I fn −−−−−→

n→+∞

∫
I ℓ,

(iii)
∫
I |fn − ℓ| −−−−−→

n→+∞
0.

Exemple 35.4. Le théorème est faux sans l’hypothèse de domination : on pose, pour
n ∈ N, fn ∈ C0 ([0, 1] ,R) affine par morceaux de subdivision adaptée

(
0, 1

n ,
2
n , 1

)
t.q.

fn (0) = fn
(

2
n

)
= fn (1) = 0 et fn

(
1
n

)
= n. Alors fn

s−−−−−→
n→+∞

0 mais ∀n ∈ N,
∫ 1

0 fn = 1.

Application 35.5.

ln 2 =
∞∑
n=1

(−1)n+1

n
.

Démonstration. Pour n ∈ N, on définit Sn : t ∈ [0, 1[ 7−→
∑n
k=0(−1)ktk, et φ : t ∈

[0, 1[ 7−→ 1
1+t . On a :

ln 2 =
∫ 1

0

dt
1 + t

=
∫

[0,1[
φ.

Or Sn
s−−−−−→

n→+∞
φ ; φ et chaque Sn sont C0, et ∀n ∈ N, ∀t ∈ [0, 1[ , |Sn(t)| ⩽ 1 (d’après le

critère spécifique des séries alternées, c.f. proposition 3.14). Comme 1 est intégrable sur
[0, 1[, on peut appliquer le théorème de convergence dominée :

ln 2 =
∫

[0,1[
φ = lim

n→+∞

∫
[0,1[

Sn =
∞∑
n=1

(−1)n+1

n
.

Application 35.6. La fonction gamma est définie par :

∀x ∈ R∗
+, Γ(x) =

∫ +∞

0
tx−1e−t dt.

On a :
∀x ∈ R∗

+, Γ(x) = lim
n→+∞

∫ n

0
tx−1

(
1 − t

n

)n
dt. (i)

∀x ∈ R∗
+, Γ(x) = lim

n→+∞

nx · n!
x(x+ 1) · · · (x+ n) . (ii)

Démonstration. (i) Soit x ∈ R∗
+. On pose fn : t ∈ R∗

+ 7−→ 1[0,n](t) · tx−1 (1 − t
n

)n ∈ R+

et φ : t ∈ R∗
+ 7−→ tx−1e−t ∈ R+. Montrer que fn

s−−−−−→
n→+∞

φ et ∀n ∈ N, fn ⩽ φ. Avec le
théorème de convergence dominée, on a :

Γ(x) =
∫
R∗

+

φ = lim
n→+∞

∫
R∗

+

fn = lim
n→+∞

∫ n

0
tx−1

(
1 − t

n

)n
dt.

(ii) Pour n ∈ N et x ∈ R∗
+, on note In(x) =

∫ 1
0 u

x−1(1 − u)n du. Montrer d’abord que∫ n
0 t

x−1 (1 − t
n

)n dt = nxIn(x). En intégrant par parties, montrer que :

∀n ∈ N∗, ∀x ∈ R∗
+, In(x) = n

x
In−1(x+ 1),

et en déduire le résultat.
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II Théorème d’interversion sommes-intégrales

Théorème 35.7 (Théorème d’interversion sommes-intégrales). u ∈ C0
pm (I,K)N, S ∈

C0
pm (I,K). On suppose que :
(i) ∀t ∈ I, S(t) =

∑∞
n=0 un(t),

(ii) ∀n ∈ N, un ∈ Λ1 (I,K),
(iii)

∑∫
I |un| converge.

Alors :
(i) S ∈ Λ1 (I,K),
(ii)

∫
I S =

∑∞
n=0

∫
I un,

(iii)
∫
I |S| ⩽

∑∞
n=0

∫
I |un|.

Application 35.8. On définit :

f : x ∈ R 7−→
∫ +∞

0
e−t2 cos(xt) dt.

Alors f est développable en série entière en 0 sur R tout entier.

Démonstration. Justifier d’abord la définition de f . On fixe ensuite x ∈ R et on définit
un : t ∈ R+ 7−→ (−1)nx2n

(2n)! t2ne−t2 . On a :

f(x) =
∫ +∞

0

( ∞∑
n=0

un(t)
)

dt.

Chaque un est intégrable, et la fonction S : t ∈ R+ 7−→
∑∞
n=0 un(t) = e−t2 cos(xt) est

continue. De plus :

∀N ∈ N,
N∑
n=0

(∫ +∞

0
|un(t)| dt

)
=
∫ +∞

0

(
N∑
n=0

x2n

(2n)! t
2ne−t2

)
dt

⩽
∫ +∞

0
e−t2 ch(xt) dt.

Donc
∑(∫+∞

0 |un(t)| dt
)

converge. D’après le théorème d’interversion sommes-intégrales,
on a :

f(x) =
∫ +∞

0

( ∞∑
n=0

un(t)
)

dt =
∞∑
n=0

(∫ +∞

0
un(t) dt

)

=
∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!

(∫ +∞

0
t2ne−t2 dt

)
x2n.

Théorème 35.9 (Théorème de convergence monotone). f ∈ C0
pm (I,R+)N, ℓ ∈ C0

pm (I,R+).
On suppose que :

(i) ∀n ∈ N, fn ∈ Λ1 (I,R+),
(ii) ∀n ∈ N, fn+1 ⩾ fn,
(iii) fn

s−−−−−→
n→+∞

ℓ.
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Alors, au sens de R+ : ∫
I
fn −−−−−→

n→+∞

∫
I
ℓ.

Démonstration. La suite (
∫
I fn)n∈N croît donc

∫
I fn −−−−−→

n→+∞
µ ∈ R+. Montrons que

µ =
∫
I ℓ. (⩽) On a ∀n ∈ N,

∫
I fn ⩽

∫
I ℓ donc µ ⩽

∫
I ℓ. (⩾) Soit (a, b) ∈ I2, avec a < b. On a

fn|[a,b]
s−−−−−→

n→+∞
ℓ|[a,b] , les fn|[a,b] sont C0

pm et ℓ est C0
pm. De plus, ∀n ∈ N, 0 ⩽ fn|[a,b] ⩽ ℓ|[a,b] ,

et ℓ|[a,b] est intégrable. Par convergence dominée :∫ b

a
fn −−−−−→

n→+∞

∫ b

a
ℓ.

Or ∀n ∈ N,
∫ b
a fn ⩽ µ, donc

∫ b
a ℓ ⩽ µ. Ainsi :∫

I
ℓ = sup

(a,b)∈I2

a<b

∫ b

a
ℓ ⩽ µ.

III Continuité d’une intégrale à paramètre

Notation 35.10. Dans la suite, (Λ, d) est un espace métrique.

Notation 35.11. K : Λ × I → K.

(i) Pour λ ∈ Λ, on définit K (λ, ·) :
∣∣∣∣∣I −→ K
t 7−→ K(λ, t)

.

(ii) Pour t ∈ I, on définit K (·, t) :
∣∣∣∣∣Λ −→ K
λ 7−→ K(λ, t)

.

Proposition 35.12. K : Λ × I → K. On suppose :
(i) ∀λ ∈ Λ, K (λ, ·) ∈ C0

pm (I,K),
(ii) ∀t ∈ I, K (·, t) ∈ C0 (Λ,K),
(iii) ∃M ∈ Λ1 (I,R+) , ∀ (λ, t) ∈ Λ × I, |K (λ, t)| ⩽M(t).

On définit alors à bon droit :

Φ :

∣∣∣∣∣∣∣
Λ −→ K

λ 7−→
∫
I
K (λ, t) dt

.

Alors :
Φ ∈ C0 (Λ,K) .

Démonstration. Justifier d’abord ∀λ ∈ Λ, K (λ, ·) ∈ Λ1 (I,K). Montrons maintenant la
continuité de Φ. Soit λ0 ∈ Λ, µ ∈ ΛN t.q. µn −−−−−→

n→+∞
λ0. Pour n ∈ N, soit vn = K (µn, ·) ;

soit de plus w = K (λ0, ·). Alors vn
s−−−−−→

n→+∞
w, les vn et w sont C0

pm et ∀n ∈ N, ∀t ∈
I, |vn(t)| ⩽M(t). Ainsi, par convergence dominée :

Φ (µn) =
∫
I
vn −−−−−→

n→+∞

∫
I
w = Φ (λ0) .
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Application 35.13. Γ ∈ C0 (R∗
+,R

)
.

Démonstration. Soit 0 < a < b < +∞. On va montrer que Γ|[a,b] est continue. Pour
cela, on définit :

γ :
∣∣∣∣∣[a, b] × R∗

+ −→ R+

(x, t) 7−→ tx−1e−t .

Montrer que :
∀ (x, t) ∈ [a, b] × R∗

+, |γ (x, t)| ⩽ e−t
(
ta−1 + tb−1

)
.

En déduire la continuité de Γ|[a,b] à l’aide de la proposition 35.12. Ainsi, la restriction de
Γ à tout segment est continue, donc Γ est continue.

IV Dérivation d’une intégrale à paramètre
Notation 35.14. Dans la suite, Λ est un intervalle non trivial de R.

Notation 35.15. K : Λ × I → K. Pour (λ, t) ∈ Λ × I et p ∈ N tels que K (·, t) est p fois
dérivable en λ, on pose :

∂pK

∂λp
(λ, t) = (K (·, t))(p) (λ).

Proposition 35.16. K : Λ × I → K. On suppose :
(i) ∀λ ∈ Λ, l’intégrale

∫
I K(λ, t) dt est convergente,

(ii) L’application ∂K
∂λ : Λ × I → K est bien définie et continue,

(iii) ∃M ∈ Λ1 (I,R+) , ∀ (λ, t) ∈ Λ × I,
∣∣∣∂K∂λ (λ, t)

∣∣∣ ⩽M(t).
On définit alors à bon droit :

Φ :

∣∣∣∣∣∣∣
Λ −→ K

λ 7−→
∫
I
K (λ, t) dt

.

Alors Φ est de classe C1 et :

∀λ ∈ Λ, Φ′ (λ) =
∫
I

∂K

∂λ
(λ, t) dt.

Démonstration. Soit λ0 ∈ Λ. On définit :

ψ :

∣∣∣∣∣∣∣∣
Λ × I −→ K

(λ, t) 7−→
{
K(λ,t)−K(λ0,t)

λ−λ0
si λ ̸= λ0

∂K
∂λ (λ0, t) si λ = λ0

.

On définit de plus Ψ :

∣∣∣∣∣∣∣
Λ −→ K

λ 7−→
∫
I
ψ (λ, t) dt

. Alors, pour λ ∈ Λ, ψ (λ, ·) est C0, pour t ∈ I,

ψ (·, t) est C0. Soit (λ, t) ∈ Λ × I. Si λ ̸= λ0, on a :

|ψ (λ, t)| =

∣∣∣∫ λλ0
∂K
∂λ (µ, t) dµ

∣∣∣
|λ− λ0|

⩽M(t).
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Et |ψ (λ0, t)| =
∣∣∣∂K∂λ (λ0, t)

∣∣∣ ⩽ M(t). Ainsi, d’après la proposition 35.12, Ψ est C0. En
particulier :

lim
λ→λ0
λ ̸=λ0

Φ(λ) − Φ (λ0)
λ− λ0

= lim
λ→λ0
λ ̸=λ0

Ψ (λ) = Ψ (λ0) =
∫
I

∂K

∂λ
(λ0, t) dt.

Proposition 35.17. K : Λ × I → K, p ∈ N. On suppose :
(i) ∀λ ∈ Λ, l’intégrale

∫
I K(λ, t) dt est convergente,

(ii) ∀j ∈ J1, pK, ∂jK
∂λj : Λ × I → K est bien définie et continue,

(iii) ∀j ∈ J1, pK, ∃Mj ∈ Λ1 (I,R+) , ∀ (λ, t) ∈ Λ × I,
∣∣∣∂jK
∂λj (λ, t)

∣∣∣ ⩽Mj(t).
On définit alors à bon droit :

Φ :

∣∣∣∣∣∣∣
Λ −→ K

λ 7−→
∫
I
K (λ, t) dt

.

Alors Φ est de classe Cp et :

∀j ∈ J1, pK, ∀λ ∈ Λ, Φ(j) (λ) =
∫
I

∂jK

∂λj
(λ, t) dt.

Application 35.18. Γ ∈ C∞ (
R∗

+,R
)

et :

∀p ∈ N, ∀x ∈ R∗
+, Γ(p)(x) =

∫ +∞

0
(ln t)p tx−1e−t dt.
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Chapitre 36
Équations Différentielles Linéaires

Notation 36.1. Dans ce chapitre, I est un intervalle non trivial de R et (E, ∥·∥E) est un
K-espace vectoriel normé de dimension finie, avec K = R ou C. De plus, L(E) est muni
de la norme d’opérateur |||·||| subordonnée à ∥·∥E.

I Équations différentielles linéaires d’ordre 1

I.1 Existence et unicité de la solution du problème de Cauchy

Vocabulaire 36.2 (Problème de Cauchy). A ∈ C0 (I,L(E)), B ∈ C0 (I, E), t0 ∈ I,
Y0 ∈ E. On appelle problème de Cauchy le système :

CA,B,t0,Y0 :
{
Y ′ = A(t) · Y +B(t)
Y (t0) = Y0

,

d’inconnue Y ∈ EI dérivable. Ainsi, Y ∈ EI est solution de CA,B,t0,Y0 ssi les trois condi-
tions suivantes sont vérifiées :

(i) Y est dérivable,
(ii) ∀t ∈ I, Y ′(t) = A(t) · Y (t) +B(t),
(iii) Y (t0) = Y0.

Lemme 36.3. A ∈ C0 (I,L(E)), B ∈ C0 (I, E), t0 ∈ I, Y0 ∈ E. Soit Y ∈ EI . S’équivalent :
(i) Y est solution de CA,B,t0,Y0.
(ii) Y ∈ C0 (I, E) et :

∀t ∈ I, Y (t) = Y0 +
∫ t

t0
(A(u) · Y (u) +B(u)) du.

Lemme 36.4. A ∈ C0 (I,L(E)), B ∈ C0 (I, E), t0 ∈ I, Y0 ∈ E. Alors le problème de
Cauchy CA,B,t0,Y0 admet au moins une solution.

Démonstration. On pose :

Φ :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
C0 (I, E) −→ C0 (I, E)

Y 7−→

∣∣∣∣∣∣∣
I −→ E

t 7−→ Y0 +
∫ t

t0
(A(u) · Y (u) +B(u)) du

.
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Il suffit de montrer que Φ admet un point fixe. On définit une suite Z ∈ C0 (I, E)N par :

Z0 :
∣∣∣∣∣I −→ E

t 7−→ Y0
et ∀n ∈ N, Zn+1 = Φ (Zn) .

Première étape : (Zn)n∈N converge uniformément sur tout compact. Soit en effet K un
compact de I. On pose a = min (K ∪ {t0}) et b = max (K ∪ {t0}). Comme K ⊂ [a, b], il
suffit de montrer que (Zn)n∈N converge uniformément sur [a, b]. On munit C0 ([a, b] , E) de
∥·∥ ∞

[a,b]
. On note M = supt∈[a,b] |||A(t)|||. Pour n ∈ N, on note Ẑn = Zn|[a,b] . Puis on définit

U ∈ C0 ([a, b] , E)N par U0 = Ẑ0 et ∀n ∈ N∗, Un = Ẑn − Ẑn−1. Ainsi :

∀n ∈ N, Ẑn =
n∑
k=0

Uk.

On cherche à établir la convergence normale de
∑
Un. Montrer par récurrence sur n que :

∀n ∈ N∗, ∀t ∈ I, ∥Un(t)∥E ⩽ ∥U1∥ ∞
[a,b]

Mn−1 · |t− t0|n−1

(n− 1)! .

Ainsi, ∀n ∈ N∗, ∥Un∥ ∞
[a,b]

⩽ ∥U1∥ ∞
[a,b]

Mn−1 · |b−a|n−1

(n−1)! . Donc
∑
Un converge normalement

donc uniformément. Donc
(
Ẑn
)
n∈N

converge uniformément. Ainsi, en notant Y : t ∈ I 7−→
limn→+∞ Zn(t) ∈ E, on a :

Zn
u−−−−−→

n→+∞
Y sur tout compact.

Deuxième étape : Y est solution de CA,B,t0,Y0 . En effet, Y ∈ C0 (I, E). Reste à montrer que
Φ(Y ) = Y . Soit t ∈ I. On a :

∥(Φ(Y )) (t) − (Φ (Zn)) (t)∥E =
∥∥∥∥∫ t

t0
A(u) · (Y (u) − Zn(u)) du

∥∥∥∥
E

⩽ |t− t0| ·
(

sup
u∈[t0,t]

|||A(u)|||
)

· ∥Y − Zn∥ ∞
[t0,t]

−−−−−→
n→+∞

0.

Ainsi :
∀t ∈ I, (Φ(Y )) (t) = lim

n→+∞
(Φ (Zn)) (t) = lim

n→+∞
Zn+1(t) = Y (t).

Donc Y = Φ(Y ) et Y est solution de CA,B,t0,Y0 .

Proposition 36.5. A ∈ C0 (I,L(E)), B ∈ C0 (I, E), t0 ∈ I, Y0 ∈ E. Alors le problème de
Cauchy CA,B,t0,Y0 admet une unique solution.

Démonstration. Existence. Voir lemme 36.4. Unicité. Soit Y,Z deux solutions de CA,B,t0,Y0 .
On pose D = Y − Z. On a :

∀t ∈ I, D(t) =
∫ t

t0
A(u) ·D(u) du.

Soit t ∈ I. On note M = supu∈[t0,t] |||A(u)|||. Montrer par récurrence sur n que :

∀n ∈ N, ∀u ∈ [t0, t] , ∥D(u)∥E ⩽ ∥D∥ ∞
[t0,t]

Mn · |u− t0|n

n! .

En déduire que D = 0.
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I.2 Autre point de vue : espace des solutions sans condition initiale

Notation 36.6. A ∈ C0 (I,L(E)), B ∈ C0 (I, E). On note EA,B l’équation Y ′ = A(t) ·Y +
B(t), d’inconnue Y ∈ EI dérivable. On note SA,B l’ensemble des solutions de EA,B.

Proposition 36.7. A ∈ C0 (I,L(E)), B ∈ C0 (I, E).
(i) SA,0 est un sous-espace vectoriel de C1 (I, E).
(ii) SA,0 ≃ E.
(iii) SA,B est un espace affine de direction SA,0.

II Équations différentielles linéaires d’ordre n

Notation 36.8. (A0, . . . , An−1) ∈ C0 (I,L(E))n, B ∈ C0 (I, E). On note EA0,...,An−1,B

l’équation :

Y (n) =
n−1∑
k=0

Ak(t) · Y (k) +B(t),

d’inconnue Y ∈ EI n fois dérivable. On note SA0,...,An−1,B l’ensemble des solutions de
EA0,...,An−1,B.

Théorème 36.9 (Théorème de Cauchy-Lipschitz linéaire). (A0, . . . , An−1) ∈ C0 (I,L(E))n,
B ∈ C0 (I, E). Alors :

∀ (t0, Y0, . . . , Yn−1) ∈ I × En, ∃!Y ∈ SA0,...,An−1,B,

∀k ∈ J0, nJ , Y (k) (t0) = Yk.

Démonstration. On va se ramener à une équation différentielle linéaire du premier ordre
dans En. On définit :

A :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

I −→ L (En)

t 7−→

∣∣∣∣∣∣∣∣
En −→ En

(Z0, . . . , Zn−1) 7−→
(
Z1, . . . , Zn−1,

(
n−1∑
k=0

Ak(t) · Zk

)) ,

et B :
∣∣∣∣∣I −→ En

t 7−→ (0, . . . , 0, B(t))
. On note R l’ensemble des solutions de l’équation Z ′ =

A(t) · Z + B(t) dans En. Alors l’application

Ψ :

∣∣∣∣∣∣
SA0,...,An−1,B −→ R

Y 7−→
(
Y, Y ′, . . . , Y (n−1)

)
est une bijection, ce qui permet de conclure à l’aide de la proposition 36.5.

Remarque 36.10. Si E = K, alors la fonction A de la démonstration ci-dessus corres-
pond à une matrice de Frobenius :

∀t ∈ I, ∀Z ∈ Kn, A(t) · Z =



0 1 0 · · · 0
... . . . . . . . . . ...
... . . . . . . . . . 0
0 · · · · · · 0 1

A0(t) · · · · · · An−2(t) An−1(t)


Z.
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III Résolution des équations d’ordre 1
Notation 36.11. Dans toute la suite, on notera n = dimE. On munit de plus E d’une
base B = (e1, . . . , en).

III.1 Wronskien

Vocabulaire 36.12 (Système fondamental de solutions). A ∈ C0 (I,L(E)). On appelle
système fondamental de solutions de l’équation EA,0 toute base de SA,0.

Définition 36.13 (Wronskien). A ∈ C0 (I,L(E)). (Y1, . . . , Yn) ∈ S n
A,0. On appelle wrons-

kien de (Y1, . . . , Yn) la fonction :

w :

∣∣∣∣∣∣
I −→ K
t 7−→ det

B
(Y1(t), . . . , Yn(t)) .

Proposition 36.14. A ∈ C0 (I,L(E)). (Y1, . . . , Yn) ∈ S n
A,0. On note w le wronskien de

(Y1, . . . , Yn). S’équivalent :
(i) (Y1, . . . , Yn) est un système fondamental de solutions de EA,0.
(ii) ∀t ∈ I, w(t) ̸= 0.
(iii) ∃t ∈ I, w(t) ̸= 0.

Démonstration. C’est une conséquence du fait que, pour tout t ∈ I, l’application ψt :∣∣∣∣∣SA,0 −→ E

Y 7−→ Y (t)
est un isomorphisme.

Lemme 36.15. f ∈ L(E).
n∑
i=1

det
B

(e1, . . . , ei−1, f (ei) , ei+1, . . . , en) = tr f.

Proposition 36.16. A ∈ C0 (I,L(E)). (Y1, . . . , Yn) ∈ S n
A,0. On note w le wronskien de

(Y1, . . . , Yn). Alors w est dérivable et :

∀t ∈ I, w′(t) = trA(t) · w(t).

III.2 Méthode de variation des constantes

Proposition 36.17. A ∈ C0 (I,L(E)). (Y1, . . . , Yn) un système fondamental de solutions
de EA,0. Z ∈ C1 (I, E). Alors il existe un unique n-uplet (λ1, . . . , λn) ∈ C1 (I,K)n t.q.

∀t ∈ I, Z(t) =
n∑
i=1

λi(t)Yi(t).

Démonstration. Existence. Pour t ∈ I, (Y1(t), . . . , Yn(t)) est une base de E, donc
il existe (λ1(t), . . . , λn(t)) ∈ Kn t.q. Z(t) =

∑n
i=1 λi(t)Yi(t). Reste à montrer que les

fonctions (λ1, . . . , λn) ∈
(
EI
)n

ainsi définies sont bien C1. On pose M : t ∈ I 7−→
MB (Y1(t), . . . , Yn(t)) ∈ Mn (K). Alors :

∀t ∈ I, MB (Z(t)) = M(t)

λ1
...
λn

 .
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Or ∀t ∈ I, detM(t) = w(t) ̸= 0, en notant w le wronskien de (Y1, . . . , Yn). Donc :

∀t ∈ I,

λ1
...
λn

 = M(t)−1MB (Z(t)) .

En déduire que les λi sont C1 (en utilisant M(t)−1 = 1
detM(t)

t(ComM(t))). Unicité. Pour
tout t ∈ I, (Y1(t), . . . , Yn(t)) est une base de E, donc le n-uplet (λ1(t), . . . , λn(t)) ∈ Kn est
défini de manière unique.
Méthode 36.18 (Variation des constantes). A ∈ C0 (I,L(E)), B ∈ C0 (I, E). (Y1, . . . , Yn)
un système fondamental de solutions de EA,0. La méthode de variation des constantes
consiste à chercher les solutions de EA,B sous la forme Z =

∑n
i=1 λiYi, avec (λ1, . . . , λn) ∈

C1 (I,K)n. En notant M : t ∈ I 7−→ MB (Y1(t), . . . , Yn(t)) ∈ Mn (K), on a :

Z ∈ SA,B ⇐⇒
n∑
i=1

λ′
iYi = B ⇐⇒ ∀t ∈ I,

λ
′
1(t)
...

λ′
n(t)

 = M(t)−1MB (B(t)) .

Cela permet de déterminer λ1, . . . , λn puis Z.
Remarque 36.19. M ∈ L(E), B ∈ C0 (I, E). Alors on peut chercher une solution parti-
culière de EM,B sous la forme :

Z : t ∈ I 7−→ exp (tM) · Λ(t),

avec Λ ∈ C1 (I, E).
Proposition 36.20 (Principe de superposition des solutions). A ∈ C0 (I,L(E)), (B1, . . . , Bs) ∈
C0 (I, E)s, (λ1, . . . , λs) ∈ Ks. On note B =

∑s
i=1 λiBi. Alors :

∀ (Y1, . . . , Ys) ∈ SA,B1 × · · · × SA,Bs ,

(
s∑
i=1

λiYi

)
∈ SA,B.

IV Résolution des équations scalaires d’ordre 2

IV.1 Généralités

Remarque 36.21. (a, b, c) ∈ C0 (I,K)3. On étudie l’équation :

y′′ + a(t)y′ + b(t)y = c(t). (E−b,−a,c)

On lui associe l’équation du premier ordre :(
y
z

)′

=
(

0 1
−b(t) −a(t)

)(
y
z

)
+
(

0
c(t)

)
.

Proposition 36.22. (a, b, c) ∈ C0 (I,K)3.
(i) S−b,−a,0 est un sous-espace vectoriel de C2 (I,K).
(ii) S−b,−a,0 ≃ K2.
(iii) S−b,−a,c est un espace affine de direction S−b,−a,0.

Proposition 36.23. (a, b) ∈ C0 (I,K)2. Pour t ∈ I, on pose :

Lt :
∣∣∣∣∣S−b,−a,0 −→ K

y 7−→ y(t)
et Mt :

∣∣∣∣∣S−b,−a,0 −→ K
y 7−→ y′(t)

.

Alors (Lt,Mt) est une base de L (S−b,−a,0,K).
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IV.2 Wronskien

Vocabulaire 36.24 (Système fondamental de solutions). (a, b) ∈ C0 (I,K)2. On appelle
système fondamental de solutions de l’équation E−b,−a,0 toute base de S−b,−a,0.

Définition 36.25 (Wronskien). (a, b) ∈ C0 (I,K)2. (y, z) ∈ S 2
−b,−a,0. On appelle wrons-

kien de (y, z) la fonction :

w :

∣∣∣∣∣∣∣∣
I −→ K

t 7−→
∣∣∣∣∣y(t) z(t)
y′(t) z′(t)

∣∣∣∣∣ .
Proposition 36.26. (a, b) ∈ C0 (I,K)2. (y, z) ∈ S 2

−b,−a,0. On note w le wronskien de
(y, z). S’équivalent :

(i) (y, z) est un système fondamental de solutions de E−b,−a,0.
(ii) ∀t ∈ I, w(t) ̸= 0.
(iii) ∃t ∈ I, w(t) ̸= 0.

Proposition 36.27. (a, b) ∈ C0 (I,K)2. (y, z) ∈ S 2
−b,−a,0. On note w le wronskien de

(y, z). Alors w est dérivable et :

∀t ∈ I, w′(t) + a(t) · w(t) = 0.

IV.3 Méthode de variation des constantes

Méthode 36.28 (Variation des constantes). (a, b, c) ∈ C0 (I,K)3. (φ,ψ) un système fon-
damental de solutions de E−b,−a,0. La méthode de variation des constantes consiste à
chercher les solutions ζ de E−b,−a,c t.q.

∀t ∈ I,

(
ζ(t)
ζ ′(t)

)
= λ(t)

(
φ(t)
φ′(t)

)
+ µ(t)

(
ψ(t)
ψ′(t)

)
,

avec (λ, µ) ∈ C1 (I,K)2. Cela est possible d’après la proposition 36.17, car
((

φ
φ′

)
,

(
ψ
ψ′

))

est un système fondamental de solutions de l’équation EA,0, où A : t ∈ I 7−→
(

0 1
−b(t) −a(t)

)
.

Il vient :
(i) ζ = λφ+ µψ,
(ii) ζ ′ = λφ′ + µψ′.

En calculant ζ ′ à l’aide de (i) puis en comparant avec (ii), il vient :
(iii) 0 = λ′φ+ µ′ψ.

En supposant que c = ζ ′′ + aζ ′ + bζ, et en exprimant ζ, ζ ′ et ζ ′′ en fonction de φ et ψ, on
obtient :
(iv) c = λ′φ′ + µ′ψ′.

D’après (iii) et (iv), on a :

∀t ∈ I,

(
φ(t) ψ(t)
φ′(t) ψ′(t)

)(
λ′(t)
µ′(t)

)
=
(

0
c(t)

)
.
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Donc, en notant w le wronskien de (φ,ψ) :

∀t ∈ I,

(
λ′(t)
µ′(t)

)
= 1
w(t)

(
ψ′(t) −ψ(t)

−φ′(t) φ(t)

)(
0
c(t)

)
=

−ψ(t)c(t)
w(t)

φ(t)c(t)
w(t)

 .
Cela permet de déterminer λ et µ puis ζ.

V Résolution des équations scalaires à coefficients constants

Remarque 36.29. (a0, . . . , an−1) ∈ Kn, b ∈ C0 (I,K). On étudie l’équation :

y(n) +
n−1∑
k=0

aky
(k) = b(t). (E−a0,...,−an−1,b)

On lui associe l’équation du premier ordre :


y0
...

yn−2
yn−1


′

=



0 1 0 · · · 0
... . . . . . . . . . ...
... . . . . . . . . . 0
0 · · · · · · 0 1

−a0 · · · · · · −an−2 −an−1




y0
...

yn−2
yn−1

+


0
...
0
b(t)

 .

Proposition 36.30. (a0, . . . , an−1) ∈ Kn. On introduit :

P = Xn +
n−1∑
k=0

akX
k ∈ K[X].

On suppose que P est scindé :

P =
s∏
i=1

(X − λi)ωi ,

avec λ1, . . . , λs deux à deux distincts, et (ω1, . . . , ωs) ∈ (N∗)s. Alors(
t ∈ I 7−→ tjeλit

)
1⩽i⩽s

0⩽j<ωi

est un système fondamental de solutions de E−a0,...,−an−1,0 (i.e. une base de S−a0,...,−an−1,0).

Exemple 36.31. (a0, . . . , an−1) ∈ Kn, b ∈ C0 (I,K). On suppose qu’il existe λ ∈ K et
m ∈ N t.q.

∀t ∈ I, b(t) = tmeλt.

Alors l’équation E−a0,...,−an−1,b admet une solution particulière de la forme :

y : t ∈ I 7−→ Q(t)eλt,

avec Q ∈ Km+ω[X], où ω est l’ordre de multiplicité de λ comme racine du polynôme
P = Xn +

∑n−1
k=0 akX

k.
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VI Inégalité de Grönwall et applications

Proposition 36.32 (Inégalité de Grönwall). T ∈ R∗
+, (A,B) ∈ (R+)2, u ∈ C0 ([0, T ] ,R+).

On suppose que :
∀t ∈ [0, T ] , u(t) ⩽ A+B

∫ t

0
u(τ) dτ.

Alors :
∀t ∈ [0, T ] , u(t) ⩽ AeBt.

Démonstration. On considère :

Φ :

∣∣∣∣∣∣∣
[0, T ] −→ R+

t 7−→ e−Bt
(
A+B

∫ t

0
u(τ) dτ

) .
Montrer que ∀t ∈ [0, T ] , Φ′(t) ⩽ 0. Ainsi, Φ ↘. Donc :

∀t ∈ [0, T ] , u(t) ⩽ A+B

∫ t

0
u(τ) dτ = Φ(t)eBt ⩽ Φ(0)eBt = AeBt.

Corollaire 36.33. A ∈ C0 (R+,L(E)), Y0 ∈ E. Soit Y une solution du problème de
Cauchy suivant :

CA,0,0,Y0 :
{
Y ′ = A(t) · Y
Y (0) = Y0

.

On suppose qu’il existe C ∈ R+ t.q. ∀t ∈ R+, |||A(t)||| ⩽ C. Alors :

∀t ∈ R+, ∥Y (t)∥E ⩽ ∥Y0∥E e
Ct.

Proposition 36.34. T ∈ R∗
+, A ∈ C0 ([0, T ] ,L(E)), B ∈ C0 ([0, T ] , E). Pour U ∈ E, on

note YU l’unique solution du problème de Cauchy CA,B,0,U . On pose :

F :
∣∣∣∣∣E × [0, T ] −→ E

(U, t) 7−→ YU (t)
.

Alors :
(i) ∀U ∈ E, F (U, ·) ∈ C0 ([0, T ] , E).
(ii) ∀t ∈ [0, T ] , F (·, t) ∈ C0 (E,E).
(iii) F ∈ C0 (E × [0, T ] , E).

Démonstration. (i) Clair. (ii) On note C = supt∈[0,T ] |||A(t)|||. On fixe t ∈ [0, T ]. D’après
le corollaire 36.33, on a :

∀ (U, V ) ∈ E2, ∥F (U, t) − F (V, t)∥E = ∥(YU − YV ) (t)∥E ⩽ ∥U − V ∥E e
Ct.

Cela montre que F (·, t) est lipschitzienne donc continue. (iii) Soit (U0, t0) ∈ E × [0, T ].
Soit (V, τ) ∈ EN × [0, T ]N t.q. (Vn, τn) −−−−−→

n→+∞
(U0, t0). Alors :

∥F (Vn, τn) − F (U0, t0)∥E ⩽ ∥F (Vn, τn) − F (U0, τn)∥E
+ ∥F (U0, τn) − F (U0, t0)∥E

⩽ ∥Vn − U0∥E e
Cτn + ∥F (U0, τn) − F (U0, t0)∥E

−−−−−→
n→+∞

0.
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VII Zéros des solutions d’une équation différentielle

Notation 36.35. Pour f ∈ RI , on notera V(f) = {t ∈ I, f(t) = 0}.

Proposition 36.36. (p, q) ∈ C0 (I,R)2. Soit φ ∈ S−q,−p,0\{0} :

∀t ∈ I, φ′′(t) + p(t)φ′(t) + q(t)φ(t) = 0.

Alors :
(i) Pour tout (A,B) ∈ I2, V(φ) ∩ [A,B] est fini.
(ii) Si I est un segment, alors V(φ) est fini.
(iii) ∀ω ∈ V(φ), ∃η > 0, ]ω − η, ω + η[ ∩ V(φ) = {ω}.
(iv) Soit a ∈ V(φ). On suppose que V(φ)∩]a,+∞[ ̸= ∅. Alors il existe b ∈ V(φ)∩]a,+∞[

t.q. V(φ) ∩ ]a, b[ = ∅.

Démonstration. (i) Supposons par l’absurde que V(φ) ∩ [A,B] est infini. Soit alors z ∈
(V(φ) ∩ [A,B])N une injection. Comme V(φ)∩[A,B] est un compact, soit j une extractrice
et ω ∈ V(φ) ∩ [A,B] t.q. zj(n) −−−−−→

n→+∞
ω. On peut supposer que ∀n ∈ N, zj(n) ̸= ω. Alors :

φ′(ω) = lim
n→+∞

φ
(
zj(n)

)
− φ(ω)

zj(n) − ω
= 0.

Donc φ(ω) = φ′(ω) = 0. Ainsi, φ a les mêmes conditions initiales en ω que la fonction
nulle, et est solution de la même équation différentielle, donc φ = 0. C’est absurde. (iii)
Soit ω ∈ V(φ). Comme φ(ω) = 0 et φ ̸= 0, on a φ′(ω) ̸= 0. Donc :

φ(x) ∼
ω

(x− ω)φ′(ω).

Or x 7−→ (x− ω)φ′(ω) ne s’annule qu’en ω. D’où le résultat.

Proposition 36.37. q ∈ C0 (R+,R). Soit φ ∈ S−q,0,0\{0} :

∀t ∈ I, φ′′(t) + q(t)φ(t) = 0.

On suppose qu’il existe a ∈ R∗
+ t.q. ∀t ∈ R+, q(t) ⩾ a. Alors :

(i) V(φ) est infini (et non majoré).
(ii) Il existe une suite ω ∈ V(φ)N strictement croissante et surjective.
(iii) ∀n ∈ N, 0 < ωn+1 − ωn ⩽ π√

a
.

Démonstration. (i) Supposons par l’absurde que V(φ) est majoré : il existe M ∈ R+ t.q.
V(φ) ∩ [M,+∞[ = ∅. Alors, selon le théorème des valeurs intermédiaires, φ|[M,+∞[ garde
un signe constant : on peut supposer φ|[M,+∞[ > 0. Alors :

∀t ∈ [M,+∞[ , φ′′(t) = −q(t)φ(t) ⩽ 0.

Donc φ est concave. S’il existait t0 ∈ [M,+∞[ t.q. φ′ (t0) < 0, alors on aurait φ(t) ⩽
φ (t0)+(t− t0)φ′ (t0) −−−−→

t→+∞
−∞, ce qui est absurde car φ|[M,+∞[ > 0. Donc φ′

|[M,+∞[ ⩾ 0,
d’où φ|[M,+∞[ ↗. D’où ∀t ∈ [M,+∞[ , φ′′(t) = −q(t)φ(t) ⩽ −aφ(M). En intégrant, on
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obtient φ′(t) −−−−→
t→+∞

−∞ : c’est absurde car φ′
|[M,+∞[ ⩾ 0. (ii) D’après la proposition

36.36, on définit à bon droit :

N :
∣∣∣∣∣V(φ) −→ N∗

x 7−→ |V(φ) ∩ [0, x]|
.

Montrer que N est strictement croissante et surjective, puis poser ω = N−1. (iii) On fixe
n ∈ N et on pose :

ψ : t ∈ R+ 7−→ sin
(√
a (t− ωn)

)
.

On suppose par l’absurde que ωn+1 > ωn+ π√
a
. On peut alors supposer que φ∣∣∣]ωn,ωn+ π√

a

] >
0. On définit un trans-wronskien :

w : t ∈
[
ωn, ωn + π√

a

]
7−→ φ(t)ψ′(t) − φ′(t)ψ(t).

On a :
∀t ∈

[
ωn, ωn + π√

a

]
, w′(t) = (q(t) − a)ψ(t)φ(t) ⩾ 0.

Ainsi, w ↗. Et on a w (ωn) = 0 et w
(
ωn + π√

a

)
= −

√
aφ
(
ωn + π√

a

)
< 0. C’est absurde.

Proposition 36.38. (p, q) ∈ C0 (I,R)2. Soit (φ,ψ) un système fondamental de solutions
de E−q,−p,0. Alors :

∀ (a, b) ∈ V(φ)2, a < b =⇒ V(ψ) ∩ ]a, b[ ̸= ∅.

Démonstration. Première étape. Soit (a, b) ∈ V(φ)2, avec a < b. On a φ|[a,b] ̸= 0 (sinon
on aurait φ

(
a+b

2

)
= φ′

(
a+b

2

)
= 0, d’où φ = 0). Soit donc ω ∈ [a, b] t.q. φ(ω) ̸= 0. On pose

a0 = max (V(φ) ∩ [a, ω]) et b0 = min (V(φ) ∩ [ω, b]). On a a0 < b0, φ (a0) = φ (b0) = 0
et ∀x ∈ ]a0, b0[ , φ(x) ̸= 0. On peut supposer que φ|]a0,b0[ > 0. Deuxième étape. Comme
φ (a0) = 0 ̸= φ′ (a0), et w (a0) = φ (a0)ψ′ (a0) − φ′ (a0)ψ (a0) ̸= 0 (où w est le wronskien
de (φ,ψ)), on a ψ (a0) ̸= 0. De même, ψ (b0) ̸= 0. Troisième étape. On a :

w (a0) = −φ′ (a0)ψ (a0) et w (b0) = −φ′ (b0)ψ (b0) .

Or, comme φ|]a0,b0[ > 0, on montre aisément que φ′ (a0) > 0 et φ′ (b0) < 0. Et w ne
s’annule pas sur [a0, b0], donc garde un signe constant : w (a0) est du même signe que
w (b0). Donc ψ (a0) n’est pas du même signe que ψ (b0). Selon le théorème des valeurs
intermédiaires, ψ s’annule en au moins un point de ]a0, b0[.
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Chapitre 37
La Différentielle

Notation 37.1. Dans ce chapitre, (E, ∥·∥E), (F, ∥·∥F ) et (G, ∥·∥G) sont trois R-espaces
vectoriels normés de dimension finie non nulle, et Ω est un ouvert de E.

I Définition

Définition 37.2 (Fonction différentiable en un point). f : Ω → F , ω ∈ Ω. On dit que f
est différentiable en ω lorsqu’il existe L ∈ L(E,F ) t.q.

lim
h→0

h∈(−ω+Ω)\{0}

f(ω + h) − f(ω) − L(h)
∥h∥E

= 0. (∗)

Proposition 37.3. f : Ω → F , ω ∈ Ω. Si f est différentiable en ω, alors il existe un
unique L ∈ L(E,F ) vérifiant (∗) : on le notera df(ω).

Démonstration. Soit (L,M) ∈ L(E,F )2 vérifiant (∗). Soit r > 0 t.q. Bo (ω, r) ⊂ Ω.
Alors on a :

lim
h→0

h∈Bo(0,r)\{0}

(L−M)
(

h

∥h∥E

)
= 0.

Soit u ∈ E. Si u = 0, on a bien (L−M) (u) = 0. Si u ̸= 0, on note J =
]
0, r

∥u∥E

[
, et on a :

(L−M) (u) = ∥u∥E · lim
t→0
t∈J

(L−M)
(

tu

∥tu∥E

)
= 0.

Donc L = M .

Vocabulaire 37.4 (Fonction différentiable sur un ouvert). f : Ω → F . Si f est différen-
tiable en tout point de Ω, on dit que f est différentiable sur Ω. On a alors une application
df : Ω → L(E,F ).

Proposition 37.5. I intervalle ouvert de R. f : I → F , ω ∈ I. S’équivalent :
(i) f est différentiable en ω.
(ii) f est dérivable en ω.

Si ces conditions sont vérifiées :

∀ω ∈ I, df(ω) :
∣∣∣∣∣R −→ F

h 7−→ hf ′(ω)
.
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Proposition 37.6. f : Ω → F , ω ∈ Ω. S’équivalent :
(i) f est différentiable en ω.
(ii) Il existe L ∈ L(E,F ) et ε ∈ F (−ω+Ω) t.q.

∀h ∈ (−ω + Ω) , f(ω + h) = f(ω) + L(h) + ∥h∥E ε(h) et lim
0
ε = 0.

Corollaire 37.7. f : Ω → F , ω ∈ Ω. Si f est différentiable en ω, alors f est continue en
ω.

Proposition 37.8. f : Ω → F , ω ∈ Ω. W ouvert de E t.q. ω ∈ W ⊂ Ω. S’équivalent :
(i) f est différentiable en ω.
(ii) f|W est différentiable en ω.

Si ces conditions sont vérifiées, alors df|W (ω) = df(ω).

Proposition 37.9. f : E → F , ω ∈ E. E0 sous-espace vectoriel de E t.q. ω ∈ E0 ⊂ E.
Si f est différentiable en ω, alors f|E0 est différentiable en ω et df|E0 (ω) = df(ω)|E0 .

Proposition 37.10. f : Ω → F , ω ∈ Ω. On suppose que F = F1 × · · · ×Fs (où F1, . . . , Fs
sont des R-espaces vectoriels de dimension finie non nulle), et on note (f1, . . . , fs) ∈
FΩ

1 × · · · × FΩ
s t.q. ∀x ∈ Ω, f(x) = (f1(x), . . . , fs(x)). S’équivalent :

(i) f est différentiable en ω.
(ii) ∀i ∈ J1, sK, fi est différentiable en ω.

Si ces conditions sont vérifiées, alors :

∀h ∈ E, df(ω) · h = (df1(ω) · h, . . . ,dfs(ω) · h) .

Notation 37.11. f : Ω → F . On suppose que f est différentiable sur Ω. On dispose donc
d’une fonction df : Ω → L(E,F ). L(E,F ) est un R-espace vectoriel de dimension finie.
On peut donc, sous réserve d’existence, définir par récurrence dnf , par :

∀n ∈ N∗, dnf = d
(
dn−1f

)
,

avec d0f = f .

Vocabulaire 37.12 (Fonction de classe Cn). f : Ω → F . On dit que f est de classe Cn
lorsque dnf est définie sur Ω et continue.

Définition 37.13 (Jacobien et divergence). f : Ω → E, ω ∈ Ω. On suppose que f est
différentiable en ω.

(i) On définit le jacobien de f en ω par :

(jac f) (ω) = det (df(ω)) .

(ii) On définit la divergence de f en ω par :

(div f) (ω) = tr (df(ω)) .

Lemme 37.14. On munit E d’un produit scalaire ⟨· | ·⟩. On considère :

Ψ :

∣∣∣∣∣∣∣∣
E −→ L(E,R)

u 7−→
∣∣∣∣∣E −→ R
x 7−→ ⟨u | x⟩

.

Alors Ψ est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
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Définition 37.15 (Gradient). f : Ω → R, ω ∈ Ω. On munit E d’un produit scalaire
⟨· | ·⟩. On suppose que f est différentiable en ω. Alors l’unique vecteur u ∈ E t.q. ∀h ∈
E, df(ω) · h = ⟨u | h⟩ est appelé gradient de f en ω et noté ∇f(ω). Ainsi :

∀h ∈ E, df(ω) · h = ⟨∇f(ω) | h⟩ .

II Exemples
Exemple 37.16.

(i) f ∈ L(E,F ). Alors f est différentiable sur E et :

∀ω ∈ E, df(ω) = f.

(ii) f : E → F affine. On note f⃗ ∈ L(E,F ) la direction de f . Alors f est différentiable
sur E et :

∀ω ∈ E, df(ω) = f⃗ .

(iii) B : E × F → G bilinéaire. Alors B est différentiable sur E × F et :

∀ (ω1, ω2) ∈ E × F, ∀ (h1, h2) ∈ E × F,

[dB (ω1, ω2)] (h1, h2) = B (h1, ω2) +B (ω1, h2) .

Exemple 37.17. a ∈ CN t.q. R = ρ (
∑
anz

n) > 0. On définit à bon droit :

f :

∣∣∣∣∣∣∣∣
Bo(0, R) −→ C

z 7−→
∞∑
n=0

anz
n .

C est ici considéré comme R-espace vectoriel de dimension 2. Alors f est différentiable
sur Bo(0, R) et :

∀ω ∈ Bo(0, R), ∀h ∈ C, df(ω) · h = f ′(ω)h.

Exemple 37.18. On définit :

Φp :
∣∣∣∣∣L(E) −→ L(E)

f 7−→ fp
.

Alors Φp est différentiable sur L(E) et :

∀f ∈ L(E), ∀h ∈ L(E), dΦp(f) · h =
p−1∑
k=0

(
fk ◦ h ◦ fp−1−k

)
.

Exemple 37.19. La fonction exp : L(E) → L(E) est différentiable en 0 et :

d(exp)(0) = idL(E).

Lemme 37.20. On munit L(E) de la norme d’opérateur |||·||| subordonnée à ∥·∥E. Alors :

Bo (idE , 1) ⊂ GL(E).

Démonstration. Voir proposition 33.4.
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Exemple 37.21. On définit :

Φ :
∣∣∣∣∣GL(E) −→ GL(E)

u 7−→ u−1 .

Alors Φ est différentiable sur GL(E) et :

∀u ∈ GL(E), ∀h ∈ L(E), dΦ(u) · h = −u−1 ◦ h ◦ u−1.

Exemple 37.22. ν : E → R+ une norme. Alors ν n’est pas différentiable en 0.

Démonstration. Supposons par l’absurde que ν est différentiable en 0 et notons L =
dν(0). Soit u ∈ E\{0}. On a :

∀t ∈ R∗,
ν(tu) − ν(0) − L(tu)

ν(tu) =


ν(u)−L(u)

ν(u) si t > 0
ν(u)+L(u)

ν(u) si t < 0
.

Or ν(tu)−ν(0)−L(tu)
ν(tu) −−→

t→0
0. Il vient ν(u) − L(u) = ν(u) + L(u) = 0. C’est absurde car

u ̸= 0.

Exemple 37.23. On munit E d’un produit scalaire ⟨· | ·⟩, et on note N : E → R+ la
norme euclidienne associée. Alors N est différentiable sur E\{0} et :

∀u ∈ E\{0}, ∀h ∈ E, dN(u) · h = ⟨u | h⟩
N(u) .

Autrement dit :
∀u ∈ E\{0}, ∇N(u) = u

N(u) .

III Composition de fonctions différentiables
Proposition 37.24. U ouvert de E, V ouvert de F . f : U → V, g : V → G, ω ∈ U . On
suppose que f est différentiable en ω et que g est différentiable en f(ω). Alors (g ◦ f) est
différentiable en ω et :

d(g ◦ f)(ω) = dg (f(ω)) ◦ df(ω).

Démonstration. Soit ε ∈ F (−ω+U) et η ∈ G(−f(ω)+V) avec lim0 ε = 0 et lim0 η = 0 t.q.

∀h ∈ (−ω + U) , f(ω + h) = f(ω) + df(ω) · h+ ∥h∥E ε(h),
∀ℓ ∈ (−f(ω) + V) , g (f(ω) + ℓ) = g (f(ω)) + dg (f(ω)) · ℓ+ ∥ℓ∥F η(ℓ).

Ainsi, pour tout h ∈ (−ω + U) :

(g ◦ f) (ω + h) = g (f(ω) + [f(ω + h) − f(ω)])
= (g ◦ f) (ω) + dg (f(ω)) · [f(ω + h) − f(ω)]

+ ∥f(ω + h) − f(ω)∥F η [f(ω + h) − f(ω)]
= (g ◦ f) (ω) + (dg (f(ω)) ◦ df(ω)) · h+ ∥h∥E dg (f(ω)) · ε(h)

+ ∥df(ω) · h+ ∥h∥E ε(h)∥F η [f(ω + h) − f(ω)] .

En déduire le résultat.
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Corollaire 37.25. U ouvert de E, V ouvert de F . f : U → V, g : V → G. On suppose
que f et g sont C1. Alors (g ◦ f) est C1.

Démonstration. D’après la proposition 37.24, (g ◦ f) est différentiable et :

∀ω ∈ U , d(g ◦ f) (ω) = dg (f(ω)) ◦ df(ω).

Or ω ∈ U 7−→ dg (f(ω)) ◦ df(ω) ∈ L(E,G) est C0 car les fonctions suivantes sont C0 :∣∣∣∣∣U −→ L(F,G) × L(E,F )
ω 7−→ (dg (f(ω)) ,df(ω))

et
∣∣∣∣∣L(F,G) × L(E,F ) −→ L(E,G)

(φ,ψ) 7−→ φ ◦ ψ
.

Corollaire 37.26. U ouvert de E, V ouvert de F . f : U → V, g : V → G. On suppose
que f et g sont Cp. Alors (g ◦ f) est Cp.

Proposition 37.27. f, g : Ω → F , ω ∈ Ω. Si f et g sont différentiables en ω alors (f +g)
est différentiable en ω et :

d(f + g)(ω) = df(ω) + dg(ω).

Proposition 37.28. f, g : Ω → R, ω ∈ Ω. Si f et g sont différentiables en ω alors (fg)
est différentiable en ω et :

d(fg)(ω) = f(ω) dg(ω) + g(ω) df(ω).

Proposition 37.29 (Articulation dérivée-différentielle). I intervalle de R. γ : I → Ω,
f : Ω → F , t ∈ I. On suppose que γ est dérivable en t et que f est différentiable en γ(t).
Alors (f ◦ γ) est dérivable en t et :

(f ◦ γ)′ (t) = df (γ(t)) · γ′(t).

IV Représentations analytiques

Lemme 37.30. BE une base de E. On note n = dimE. Alors en identifiant Mn,1 (R) à
Rn, l’application MBE

: E → Rn est un homéomorphisme, et MBE
et M−1

BE
sont C1.

Proposition 37.31. f : Ω → F . BE une base de E, BF une base de F . On note p = dimE
et n = dimF . On note Ω̃ = MBE

(Ω) ⊂ Rp. On pose :

f̃ : x ∈ Ω̃ 7−→ MBF

(
f
(
(MBE

)−1 (x)
))

∈ Rn.

On a le diagramme commutatif suivant :

Ω F

Ω̃ Rn

f

f̃

MBE
MBF

Et, pour ω ∈ Ω, f est différentiable en ω ssi f̃ est différentiable en MBE
(ω).
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Exemple 37.32. On considère det : Mn (R) → R. det est différentiable sur Mn (R) et :

∀A ∈ Mn (R) , ∀H ∈ Mn (R) , d(det)(A) ·H = tr
(
t(ComA)H

)
.

Ainsi, si on munit Mn (R) du produit scalaire ⟨· | ·⟩ défini par ∀ (A,B) ∈ Mn (R)2 , ⟨A | B⟩ =
tr
(
tAB

)
, alors :

∀A ∈ Mn (R) , ∇ det(A) = ComA.

Démonstration. Soit C la base canonique de Rn. Alors l’application detC : (Rn)n → R
est n-linéaire. Donc detC est différentiable et :

∀ (u1, . . . , un) ∈ (Rn)n , ∀ (h1, . . . , hn) ∈ (Rn)n ,

d
(

det
C

)
(u1, . . . , un) · (h1, . . . , hn) =

n∑
j=1

det
C

(u1, . . . , uj−1, hj , uj+1, . . . , un) .

On considère alors Ψ :
∣∣∣∣∣Mn (R) −→ (Rn)n

A 7−→ (C1(A), . . . ,Cn(A))
. Ψ est linéaire donc différentiable

et ∀A ∈ Mn (R) , dΨ(A) = Ψ. Or det = detC ◦Ψ, donc det est différentiable et, pour
A ∈ Mn (R) et H ∈ Mn (R) :

d(det)(A) ·H = d
(

det
C

◦Ψ
)

(A) ·H = d
(

det
C

)
(Ψ(A)) ◦ dΨ(A) ·H

=
n∑
j=1

det
C

(C1(A), . . . ,Cj−1(A),Cj(H),Cj+1(A), . . . ,Cn(A))

=
n∑
j=1

n∑
i=1

(−1)i+jHijµij(A) =
∑

1⩽i,j⩽n
Hij (ComA)ij

= tr
(
t(ComA)H

)
,

où µij(A) est le mineur de A obtenu en supprimant la i-ième ligne et la j-ième colonne.

V Inégalité des accroissements finis
Proposition 37.33. U ouvert connexe par arcs de E. f : U → F . S’équivalent :

(i) f est constante.
(ii) f est différentiable sur U et ∀ω ∈ U , df(ω) = 0.

Démonstration. (i) ⇒ (ii) Clair. (ii) ⇒ (i) Montrons que f est localement constante, i.e.
∀ω ∈ U , ∃V ∈ V(ω), f|V ∩U est constante. Soit donc ω ∈ U . Soit r > 0 t.q. Bo(ω, r) ⊂ U .
On va montrer que f|Bo(ω,r) est constante. Soit m ∈ Bo(ω, r). On pose :

p :
∣∣∣∣∣[0, 1] −→ F

t 7−→ f ((1 − t)ω + tm)
.

Selon l’articulation dérivée-différentielle (c.f. proposition 37.29), p est dérivable et :

∀t ∈ [0, 1], p′(t) = df ((1 − t)ω + tm) · (m− ω) = 0.

Donc p′ = 0, donc p est constante. En particulier, f(m) = f(ω). Donc f|Bo(ω,r) est
constante, et f est localement constante. D’après le théorème 16.24, comme U est connexe
par arcs, f est constante.
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Théorème 37.34 (Inégalité des accroissements finis). f : Ω → F . (a, b) ∈ Ω2 t.q. [a, b] ⊂
Ω. On suppose que :

(i) f est différentiable en tout point de [a, b],
(ii) Il existe M ∈ R+ t.q.

∀ω ∈ [a, b], ∥df(ω) · (b− a)∥F ⩽M ∥b− a∥E .

Alors :
∥f(b) − f(a)∥F ⩽M ∥b− a∥E .

Démonstration. On considère :

p :
∣∣∣∣∣[0, 1] −→ F

t 7−→ f ((1 − t)a+ tb)
.

Alors, selon l’articulation dérivée-différentielle, p est dérivable et :

∀t ∈ [0, 1] ,
∥∥p′(t)

∥∥
F = ∥df ((1 − t)a+ tb) · (b− a)∥F ⩽M ∥b− a∥E .

Selon le théorème 19.5, il vient :

∥f(b) − f(a)∥F = ∥p(1) − p(0)∥F ⩽M ∥b− a∥E .

Corollaire 37.35. f : Ω → F . (a, b) ∈ Ω2 t.q. [a, b] ⊂ Ω. On suppose que f est C1 et on
note :

M = max
c∈[a,b]

|||df(c)||| ,

où |||·||| est la norme d’opérateur sur L(E,F ) subordonnée à ∥·∥E et ∥·∥F . Alors :

∥f(b) − f(a)∥F ⩽M ∥b− a∥E .

Application 37.36. U ouvert convexe de E. f : U → F différentiable sur U . ρ ∈ R+.
S’équivalent :

(i) f est ρ-lipschitzienne.
(ii) ∀ω ∈ U , |||df(ω)||| ⩽ ρ,

où |||·||| est la norme d’opérateur sur L(E,F ) subordonnée à ∥·∥E et ∥·∥F .

Démonstration. (ii) ⇒ (i) Appliquer le corollaire 37.35. (i) ⇒ (ii) Soit ω ∈ U . Soit
ε ∈ F (−ω+U) avec lim0 ε = 0 t.q.

∀h ∈ (−ω + U) , f(ω + h) = f(ω) + df(ω) · h+ ∥h∥E ε(h).

Soit r > 0 t.q. Bf (ω, r) ⊂ U . Alors :

∀h ∈ Bf (0, r), ∥df(ω) · h∥F ⩽ ∥f(ω + h) − f(ω)∥F + ∥h∥E · ∥ε(h)∥F
⩽ ∥h∥E (ρ+ ∥ε (h)∥F ) .

En déduire que |||df(ω)||| ⩽ ρ.
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Chapitre 38
Dérivées Partielles

Notation 38.1. Dans ce chapitre, (E, ∥·∥E) et (F, ∥·∥F ) sont deux R-espaces vectoriels
normés de dimension finie non nulle, et Ω est un ouvert de E.

I Dérivée selon un vecteur

Définition 38.2 (Fonction dérivable selon un vecteur). f : Ω → F , ω ∈ Ω, u ∈ E. On dit
que f possède en ω une dérivée selon le vecteur u lorsque la fonction t 7−→ f(ω+tu)−f(ω)

t
admet une limite en 0. On pose alors :

Duf(ω) = lim
t→0
t ̸=0

f(ω + tu) − f(ω)
t

.

Proposition 38.3. f : Ω → F , ω ∈ Ω, u ∈ E, λ ∈ R. Si f possède en ω une dérivée selon
u, alors f possède en ω une dérivée selon (λu) et :

Dλuf(ω) = λDuf(ω).

Proposition 38.4. f : Ω → F , ω ∈ Ω. Si f est différentiable en ω, alors f possède en ω
une dérivée selon tout vecteur et :

∀u ∈ E, Duf(ω) = df(ω) · u.

Corollaire 38.5. f : Ω → F , ω ∈ Ω. On munit E d’une base B = (e1, . . . , en). Si f est
différentiable en ω, alors f possède une dérivée en ω selon chaque ei et :

∀h ∈ E, df(ω) · h =
n∑
i=1

e∗
i (h)Deif(ω).

Exemple 38.6. On pose :

f : (x, y) ∈ R2 7−→


x2y
x2+y2 si (x, y) ̸= (0, 0)
0 si (x, y) = (0, 0)

∈ R.

Alors :
(i) f est C0.
(ii) f est dérivable en 0 selon tout vecteur.
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(iii) f n’est pas différentiable en 0.

Vocabulaire 38.7 (Dérivées partielles). f : Ω → F . On munit E d’une base B =
(e1, . . . , en). Sous réserve d’existence, les applications De1f, . . . ,Denf sont appelées les
dérivées partielles de f relatives à e1, . . . , en.

Théorème 38.8. f : Ω → F . On munit E d’une base B = (e1, . . . , en). S’équivalent :
(i) f est de classe C1.
(ii) De1f, . . . ,Denf sont définies et C0.

Démonstration. (i) ⇒ (ii) Clair. (ii) ⇒ (i) Soit ω ∈ Ω. Montrons que f est différentiable
en ω. On munit E de la norme ∥·∥∞ définie par ∀x ∈ E, ∥x∥∞ = maxi∈J1,nK |e∗

i (x)|. Soit
r > 0 t.q. Bf (ω, r) ⊂ Ω. Soit ε > 0. Soit η ∈ ]0, r] t.q.

∀i ∈ J1, nK, ∀x ∈ Bf (ω, η) , ∥Deif(x) −Deif(ω)∥F ⩽
ε

n
.

On définit L =
∑n
i=1 (Deif(ω) · e∗

i ) ∈ L(E,F ), et on a, pour h ∈ Bf (0, η) :

∥f(ω + h) − f(ω) − L(h)∥F

=
∥∥∥∥∥
n∑
i=1

[
f

(
ω +

i∑
k=1

e∗
k(h)ek

)
− f

(
ω +

i−1∑
k=1

e∗
k(h)ek

)
− e∗

i (h)Deif(ω)
]∥∥∥∥∥

F

⩽
n∑
i=1

∥∥∥∥∥f
(
ω +

i∑
k=1

e∗
k(h)ek

)
− f

(
ω +

i−1∑
k=1

e∗
k(h)ek

)
− e∗

i (h)Deif(ω)
∥∥∥∥∥
F

=
n∑
i=1

∥∥∥∥∥
∫ e∗

i (h)

0

[
Deif

(
ω +

i−1∑
k=1

e∗
k(h)ek + τei

)
−Deif(ω)

]
dτ
∥∥∥∥∥
F

⩽
n∑
i=1

∣∣∣∣∣∣
∫ e∗

i (h)

0

∥∥∥∥∥Deif

(
ω +

i−1∑
k=1

e∗
k(h)ek + τei

)
−Deif(ω)

∥∥∥∥∥
F

dτ

∣∣∣∣∣∣
⩽

n∑
i=1

∣∣∣∣∣
∫ e∗

i (h)

0

ε

n
dτ
∣∣∣∣∣ ⩽ ε ∥h∥∞ .

Ainsi, f est différentiable en ω et df(ω) =
∑n
i=1 (Deif(ω) · e∗

i ). En déduire que df est
C0.

II Dérivées partielles standards
Notation 38.9. Dans la suite, on suppose que E = Rp et F = Rn. On note Bp =
(e1, . . . , ep) et Bn = (ε1, . . . , εn) les bases canoniques respectives de Rp et Rn.

Notation 38.10. f : Ω → Rn, ω ∈ Ω. Soit j ∈ J1, pK. Si f possède en ω une dérivée selon
le vecteur ej, on notera :

∂f

∂xj
(ω) = Dejf(ω).

Remarque 38.11. f : Ω → Rn, ω ∈ Ω. Soit j ∈ J1, pK. Alors ∂f
∂xj

(ω) est la dérivée de
t 7−→ f (ω1, . . . , ωj−1, t, ωj+1, . . . , ωp) en ωj.
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Proposition 38.12. f : Ω → Rn, ω ∈ Ω. Si f est différentiable en ω, alors ∂f
∂x1

(ω), . . . , ∂f∂xp
(ω)

sont bien définies et :

∀h ∈ Rp, df(ω) · h =
p∑
j=1

hj
∂f

∂xj
(ω).

Proposition 38.13. f : Ω → Rn, ω ∈ Ω. Pour i ∈ J1, nK, on note fi = ε∗
i ◦ f . Pour

j ∈ J1, pK, si ∂f
∂xj

(ω) est définie, alors ∂f1
∂xj

(ω), . . . , ∂fn

∂xj
(ω) sont définies et :

∂f

∂xj
(ω) =

(
∂f1
∂xj

(ω), . . . , ∂fn
∂xj

(ω)
)
.

Proposition 38.14. f : Ω → Rn, ω ∈ Ω. Pour i ∈ J1, nK, on note fi = ε∗
i ◦ f . Si f est

différentiable en ω, alors :

MBp,Bn (df(ω)) =


∂f1
∂x1

(ω) · · · ∂f1
∂xp

(ω)
... . . . ...

∂fn

∂x1
(ω) · · · ∂fn

∂xp
(ω)

 ∈ Mn,p (R) .

Cette matrice est appelée matrice jacobienne de f en ω.

Corollaire 38.15. f : Ω → Rp, ω ∈ Ω. Pour i ∈ J1, pK, on note fi = ε∗
i ◦ f . Si f est

différentiable en ω, alors :

(jac f) (ω) = det (df(ω)) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂f1
∂x1

(ω) · · · ∂f1
∂xp

(ω)
... . . . ...

∂fp

∂x1
(ω) · · · ∂fp

∂xp
(ω)

∣∣∣∣∣∣∣∣ , (i)

(div f) (ω) = tr (df(ω)) =
p∑
i=1

∂fi
∂xi

(ω). (ii)

Corollaire 38.16. f : Ω → R, ω ∈ Ω. On munit Rp de sa structure euclidienne canonique.
Si f est différentiable en ω, alors :

∇f(ω) =
(
∂f

∂x1
(ω), . . . , ∂f

∂xp
(ω)
)
.

Proposition 38.17. U ouvert de Rp, V ouvert de Rn. f : U → V, g : V → R, ω ∈ U .
On suppose que f est différentiable en ω et que g est différentiable en f(ω). Alors, selon
la proposition 37.24, (g ◦ f) est différentiable en ω. Pour i ∈ J1, nK, on note fi = ε∗

i ◦ f .
Alors on a :

∀j ∈ J1, pK, ∂(g ◦ f)
∂xj

(ω) =
n∑
i=1

(
∂g

∂yi
(f(ω)) · ∂fi

∂xj
(ω)
)
,

où les ∂
∂xj

représentent les dérivées partielles dans la base Bp et les ∂
∂yi

représentent les
dérivées partielles dans la base Bn.
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Démonstration. Soit j ∈ J1, pK. On a :

∂(g ◦ f)
∂xj

(ω) =
(
MBp,1 [d(g ◦ f)(ω)]

)
1j =

(
MBp,1 [dg (f(ω)) ◦ df(ω)]

)
1j

=
(
MBn,1 [dg (f(ω))] × MBp,Bn [df(ω)]

)
1j

=
n∑
i=1

(MBn,1 [dg (f(ω))])1i
(
MBp,Bn [df(ω)]

)
ij

=
n∑
i=1

(
∂g

∂yi
(f(ω)) · ∂fi

∂xj
(ω)
)
.

III Intégrales et différentiabilité

Lemme 38.18. (Λ, d) espace métrique. K ∈ C0 (Λ × R,R). On définit :

A :

∣∣∣∣∣∣∣
Λ × R2 −→ R

(λ, x, y) 7−→
∫ y

x
K (λ, t) dt

.

Alors pour tout (x, y) ∈ R2, A (·, x, y) ∈ C0 (Λ,R).

Démonstration. Soit (x, y) ∈ R2 fixé. Soit λ0 ∈ Λ et µ ∈ ΛN t.q. µn −−−−−→
n→+∞

λ0. On
pose :

J = ({λ0} ∪ {µn, n ∈ N}) × [x, y] .
J est un compact. On pose donc M = sup(ν,t)∈J |K (ν, t)|. Pour n ∈ N, on définit φn : t ∈
[x, y] 7−→ K (µn, t) et ψ : t ∈ [x, y] 7−→ K (λ0, t). Alors ψ et les φn sont C0, φn

s−−−−−→
n→+∞

ψ

et ∀n ∈ N, ∀t ∈ [x, y] , |φn(t)| ⩽M . Par convergence dominée (théorème 35.3) :

A (µn, x, y) =
∫ y

x
φn(t) dt −−−−−→

n→+∞

∫ y

x
ψ(t) dt = A (λ0, x, y) .

Donc A (·, x, y) est C0 en λ0.

Proposition 38.19. (Λ, d) espace métrique. K ∈ C0 (Λ × R,R). On définit :

A :

∣∣∣∣∣∣∣
Λ × R2 −→ R

(λ, x, y) 7−→
∫ y

x
K (λ, t) dt

.

Alors A ∈ C0 (Λ × R2,R
)
.

Démonstration. On définit :

L :
∣∣∣∣∣ Λ × R3 −→ R
(λ, x, y, r) 7−→ (y − x)K (λ, x+ r (y − x))

.

On a L ∈ C0 (Λ × R3,R
)
. Et :

∀ (λ, x, y) ∈ Λ × R2, A (λ, x, y) =
∫ y

x
K (λ, t) dt =

∫ 1

0
L (λ, x, y, r) dr.

En appliquant le lemme 38.18 à L (en remplaçant Λ par Λ×R2), on en déduit la continuité
de A.
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Proposition 38.20. K ∈ C1 (R2,R
)
. On définit :

A :

∣∣∣∣∣∣∣
R3 −→ R

(λ, x, y) 7−→
∫ y

x
K (λ, t) dt

.

Alors A ∈ C1 (R3,R
)
.

Démonstration. Il est clair que ∂A
∂x et ∂A

∂y sont C0. Utiliser la proposition 35.16 et la
proposition 38.19 pour montrer que ∂A

∂λ est C0. D’après le théorème 38.8, A est C1.

IV Dérivées partielles successives

Notation 38.21. f : Ω → R. Pour (i1, . . . , ik) ∈ J1, pKk, on définit par récurrence, sous
réserve d’existence :

∂kf

∂xi1 · · · ∂xik
= ∂

∂xi1

(
∂k−1f

∂xi2 · · · ∂xik

)
.

Proposition 38.22. f : Ω → R. S’équivalent :
(i) f est de classe Ck.
(ii) Toutes les dérivées partielles de f jusqu’à l’ordre k sont définies et continues.

Théorème 38.23 (Théorème de Fubini). (a, b, c, d) ∈ R4, a < b et c < d. f ∈ C0 ([a, b] × [c, d] ,R).
Alors :

(i) La fonction x ∈ [a, b] 7−→
∫ d
c f(x, y) dy est C0.

(ii) La fonction y ∈ [c, d] 7−→
∫ b
a f(x, y) dx est C0.

(iii) On a : ∫ b

a

(∫ d

c
f(x, y) dy

)
dx =

∫ d

c

(∫ b

a
f(x, y) dx

)
dy.

Démonstration. (i) et (ii) Utiliser l’uniforme continuité de f (car [a, b] × [c, d] est un
compact). (iii) On pose :

I =
∫ b

a

(∫ d

c
f(x, y) dy

)
dx et J =

∫ d

c

(∫ b

a
f(x, y) dx

)
dy.

On définit de plus, pour n ∈ N∗ :

ιn = (b− a)(d− c)
n2

∑
1⩽k,ℓ⩽n

f
(
x

(n)
k , y

(n)
ℓ

)
,

avec x(n)
k = a+ k

n(b− a) et y(n)
ℓ = c+ ℓ

n(d− c). On munit R2 de ∥·∥∞. Soit ε > 0. f étant
UC0 sur [a, b] × [c, d], il existe η > 0 t.q.

∀
(
x, x′, y, y′) ∈ [a, b]2 × [c, d]2 ,

∥∥(x, y) −
(
x′, y′)∥∥

∞ ⩽ η

=⇒
∣∣f (x, y) − f

(
x′, y′)∣∣ ⩽ ε.
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Soit N ∈ N∗ t.q. b−a
N ⩽ η et d−c

N ⩽ η. Alors, pour n ⩾ N :

|I − ιn|

=

∣∣∣∣∣∣
∑

1⩽k,l⩽n

∫ x
(n)
k

x
(n)
k−1

∫ y
(n)
ℓ

y
(n)
ℓ−1

f (x, y) dy

 dx− (b− a)(d− c)
n2 f

(
x

(n)
k , y

(n)
ℓ

)∣∣∣∣∣∣
⩽

∑
1⩽k,ℓ⩽n

∫ x
(n)
k

x
(n)
k−1

∫ y
(n)
ℓ

y
(n)
ℓ−1

∣∣∣f (x, y) − f
(
x

(n)
k , y

(n)
ℓ

)∣∣∣ dy

 dx

⩽ (b− a) (d− c) ε.

Il vient ιn −−−−−→
n→+∞

I. De même, ιn −−−−−→
n→+∞

J . Donc I = J .

Lemme 38.24. (a, b, c, d) ∈ R4, a < b et c < d. φ ∈ C2 (R2,R
)
. Alors :

∫ b

a

(∫ d

c

∂2φ

∂y∂x
(u, v) dv

)
du =

∫ d

c

(∫ b

a

∂2φ

∂x∂y
(u, v) du

)
dv.

Démonstration. Appliquer le théorème fondamental de l’analyse deux fois.

Lemme 38.25. (a, c) ∈ R2. β ∈ C0 (R2,R
)
. Alors :

β(a, c) = lim
n→+∞

[
n2
∫ a+ 1

n

a

(∫ c+ 1
n

c
β(x, y) dy

)
dx
]
.

Lemme 38.26. f ∈ C2 (R2,R
)
. Alors ∂2f

∂y∂x = ∂2f
∂x∂y .

Théorème 38.27 (Théorème de Schwarz). f ∈ Ck (Rp,R). (i1, . . . , ik) ∈ J1, pKk, σ ∈ Sk.
Alors :

∂kf

∂xiσ(1) · · · ∂xiσ(k)

= ∂kf

∂xi1 · · · ∂xik
.

V Exemple : expression du laplacien en polaire

Définition 38.28 (Laplacien). f ∈ C2 (R2,R
)
. On définit le laplacien de f par :

∆f :

∣∣∣∣∣∣∣
R2 −→ R

ω 7−→ ∂2f

∂x2 (ω) + ∂2f

∂y2 (ω)
.

Proposition 38.29. f ∈ C2 (R2,R
)
. On pose :

g :
∣∣∣∣∣R

∗
+ × R −→ R
(r, θ) 7−→ f (r cos θ, r sin θ)

.

Alors g est C2 et :

∀ (r, θ) ∈ R∗
+ × R, ∆f (r cos θ, r sin θ) = ∂2g

∂r2 (r, θ) + 1
r

∂g

∂r
(r, θ) + 1

r2
∂2g

∂θ2 (r, θ) .
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VI Extrema

Notation 38.30. Dans la suite, on considère à nouveau (E, ∥·∥E) et (F, ∥·∥F ) deux R-
espaces vectoriels normés de dimension finie non nulle, et Ω un ouvert de E.

Définition 38.31 (Extremum). X un ensemble non vide, f : X → R, ω ∈ X.
(i) On dit que f présente un maximum en ω lorsque ∀x ∈ X, f(x) ⩽ f (ω).
(ii) On dit que f présente un minimum en ω lorsque ∀x ∈ X, f(x) ⩾ f (ω).

Proposition 38.32. X un ensemble non vide, f : X → R. Si f(X) est fini, alors f
présente un maximum et un minimum.

Proposition 38.33. (Λ, d) espace métrique, f : Λ → R. Si Λ est compact et f est conti-
nue, alors f présente un maximum et un minimum.

Exemple 38.34. Soit V un sous-espace vectoriel de R[X] de dimension n. Alors :
(i) V admet une base β = (P1, . . . , Pn) t.q. degP1 < · · · < degPn.
(ii) V admet une base γ = (Q1, . . . , Qn) t.q. degQ1 = · · · = degQn.

Démonstration. On note B(V) l’ensemble des bases de V et on pose :

w :

∣∣∣∣∣∣∣∣
B(V) −→ N

(H1, . . . ,Hn) 7−→
n∑
i=1

degHi
.

Montrer qu’il suffit de choisir (β, γ) ∈ B(V)2 t.q. w(β) = minB∈B(V)w(B) et w(γ) =
maxB∈B(V)w(B).

Définition 38.35 (Extremum local). (Λ, d) espace métrique, f : Λ → R, ω ∈ Λ.
(i) On dit que f présente un maximum local en ω lorsque ∃V ∈ V(ω), ∀x ∈ V, f(x) ⩽

f (ω).
(ii) On dit que f présente un minimum local en ω lorsque ∃V ∈ V(ω), ∀x ∈ V, f(x) ⩾

f (ω).

Proposition 38.36. I intervalle de R, f : I → R, ω ∈ I. On suppose que :
(i) f présente un extremum local en ω,
(ii) f est dérivable en ω,
(iii) ω ∈ I̊.

Alors f ′(ω) = 0.

Proposition 38.37. Ω un ouvert de E, f : Ω → R, ω ∈ Ω. On suppose que f présente
un extremum local en ω. Soit u ∈ E t.q. f possède en ω une dérivée selon u. Alors :

Duf(ω) = 0.

Corollaire 38.38. Ω un ouvert de E, f : Ω → R, ω ∈ Ω. On suppose que f présente un
extremum local en ω. Si f est différentiable en ω, alors :

df(ω) = 0.
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Exemple 38.39. (a1, . . . , as) ∈ Es. On munit E d’un produit scalaire ⟨· | ·⟩, et on note
∥·∥ la norme euclidienne associée. On pose :

φ :

∣∣∣∣∣∣∣∣
E −→ R+

u 7−→
s∑
i=1

∥u− ai∥
.

On note A = {a1, . . . , as} et E− = {u ∈ E, φ(u) = minx∈E φ(x)}. Alors :
(i) φ est convexe.
(ii) φ est différentiable en tout point de E\A et :

∀u ∈ E\A, ∇φ(u) =
s∑
i=1

u− ai
∥u− ai∥

.

(iii) E− est un compact convexe non vide de E.
(iv) On a : {

u ∈ E\A,
s∑
i=1

u− ai
∥u− ai∥

= 0
}

⊂ E−.

Démonstration. (ii) Voir exemple 37.23. (iii) Voir proposition 38.44. (iv) Voir corollaire
38.47.

VII Convexité

Définition 38.40 (Partie convexe d’un espace normé). C ⊂ E. S’équivalent :
(i) ∀(a, b) ∈ C2, [a, b] ⊂ C.
(ii) ∀s ∈ N∗, ∀ (ω1, . . . , ωs) ∈ Cs, ∀ (λ1, . . . , λs) ∈ (R+)s ,

∑s
i=1 λi = 1 =⇒

∑s
i=1 λiωi ∈

C.
On dit alors que C est convexe.

Définition 38.41 (Fonction convexe). C une partie convexe de E, f : C → R. S’équi-
valent :

(i) ∀(a, b) ∈ C2, ∀t ∈ [0, 1] , f ((1 − t)a+ tb) ⩽ (1 − t)f(a) + tf(b).
(ii) ∀s ∈ N∗,∀ (ω1, . . . , ωs) ∈ Cs,∀ (λ1, . . . , λs) ∈ (R+)s ,

∑s
i=1 λi = 1 =⇒ f (

∑s
i=1 λiωi) ⩽∑s

i=1 λif (ωi).
On dit alors que f est convexe.

Remarque 38.42. On peut montrer que si Ω est un ouvert convexe de E, et f : Ω → R
est une fonction convexe, alors f ∈ C0 (Ω,R).

Proposition 38.43. C une partie convexe de E, f : C → R. S’équivalent :
(i) f est convexe.
(ii) ∀D droite affine de E, f|C∩D est convexe.
(iii) ∀ (a, b) ∈ C2, f|[a,b] est convexe.
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Proposition 38.44. C une partie convexe de E, f : C → R convexe. On pose :

E− = {ω ∈ C, ∀m ∈ C, f(ω) ⩽ f(m)} .

Alors E− est convexe.

Lemme 38.45. C une partie convexe de E, f : C → R convexe, (a, b) ∈ C2. On pose :

p :
∣∣∣∣∣[0, 1] −→ R

t 7−→ f ((1 − t)a+ tb)
.

Alors p est convexe.

Proposition 38.46. Ω un ouvert convexe de E, f : Ω → R convexe, ω ∈ Ω. On suppose
que pour tout u ∈ E, f possède une dérivée en ω selon u et Duf(ω) = 0. Alors f présente
un minimum global en ω.

Démonstration. Soit m ∈ Ω\{ω}. On pose :

p :
∣∣∣∣∣[0, 1] −→ R

t 7−→ f ((1 − t)ω + tm)
.

Alors p est dérivable et convexe (selon le lemme 38.45). Et, selon l’inégalité des pentes
(c.f. proposition 1.19), on a :

∀s ∈ ]0, 1] , p(s) − p(0)
s− 0 ⩽

p(1) − p(0)
1 − 0 = f(m) − f(ω).

En faisant tendre s → 0, il vient f(m) − f(ω) ⩾ p′(0) = Dm−ωf(ω) = 0. On a donc
montré : ∀m ∈ Ω\{ω}, f(ω) ⩽ f(m).

Corollaire 38.47. Ω un ouvert convexe de E, f : Ω → R convexe, ω ∈ Ω. On suppose
que f est différentiable en ω et que df(ω) = 0. Alors f présente un minimum global en ω.

Proposition 38.48. Ω un ouvert convexe de E, f : Ω → R différentiable sur Ω. S’équi-
valent :

(i) f est convexe.
(ii) ∀(x, y) ∈ Ω2, f(y) ⩾ f(x) + df(x) · (y − x).
(iii) ∀(x, y) ∈ Ω2, df(y) · (y − x) ⩾ df(x) · (y − x).

Démonstration. (i) ⇒ (ii) Soit (x, y) ∈ Ω2. On pose :

p : t ∈ [0, 1] 7−→ f ((1 − t)x+ ty) − f(x) − t df(x) · (y − x) .

Alors p est convexe (selon le lemme 38.45) et dérivable, donc p′ ↗. Or p′(0) = 0, donc
∀t ∈ [0, 1] , p′(t) ⩾ p′(0) = 0. Donc p ↗, d’où :

f(y) − f(x) − df(x) · (y − x) = p(1) ⩾ p(0) = 0.

(ii) ⇒ (iii) Soit (x, y) ∈ Ω2. On a :

df(x) · (y − x) ⩽ f(y) − f(x) = − (f(x) − f(y))
⩽ − df(y) · (x− y) = df(y) · (y − x).
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(iii) ⇒ (i) Soit (a, b) ∈ Ω2. On pose :

p : t ∈ [0, 1] 7−→ f ((1 − t)a+ tb) .

p est dérivable et :

∀t ∈ [0, 1], p′(t) = df ((1 − t)a+ tb) · (b− a).

Soit alors (s, t) ∈ [0, 1]2 avec s < t. On a :

p′(s) = 1
t− s

· df ((1 − s)a+ sb) · ((t− s)(b− a))

⩽
1

t− s
· df ((1 − t)a+ tb) · ((t− s)(b− a)) = p′(t).

Donc p′ ↗, donc p est convexe. En particulier, pour λ ∈ [0, 1] :

f ((1 − λ)a+ λb) = p (λ) ⩽ (1 − λ)p(0) + λp(1) = (1 − λ)f(a) + λf(b).

Donc f est convexe.
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Chapitre 39
Espaces Euclidiens

Notation 39.1. Dans ce chapitre, (E, ⟨· | ·⟩) est un espace euclidien de dimension n.

I Espaces euclidiens

I.1 Généralités

Proposition 39.2. On considère :

Φ :
∣∣∣∣∣E −→ E∗

u 7−→ ⟨u | ·⟩
.

Alors Φ est un isomorphisme.

Remarque 39.3. La proposition 39.2 est fausse lorsque E est de dimension infinie. Par

contre, l’application Φ :
∣∣∣∣∣E −→ LC(E,R)
u 7−→ ⟨u | ·⟩

est injective et conserve la norme. Et Φ est

surjective ssi E est de Banach.

Définition 39.4 (Vecteurs orthogonaux). (x, y) ∈ E2. S’équivalent :
(i) ⟨x | y⟩ = 0.
(ii) ∥x+ y∥2 = ∥x∥2 + ∥y∥2.

On dit alors que x et y sont orthogonaux, et on note x ⊥ y.

Définition 39.5 (Orthogonal d’une partie). A ⊂ E. On pose :

A⊥ = {x ∈ E, ∀a ∈ A, x ⊥ a} = {x ∈ E, Ker (⟨x | ·⟩) ⊃ A} .

Proposition 39.6. A ⊂ E.
(i) A⊥ est un sous-espace vectoriel de E.
(ii) A⊥ = Vect(A)⊥.

(iii)
(
A⊥
)⊥

⊃ Vect(A).
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I.2 Orthogonalité et sommes directes

Proposition 39.7. F un sous-espace vectoriel de E. Alors :
(i) E = F ⊕ F⊥.

(ii)
(
F⊥
)⊥

= F .

Définition 39.8 (Projection orthogonale). F un sous-espace vectoriel de E. On appelle
projection orthogonale sur F , et on note pF , la projection sur F parallèlement à F⊥.

Proposition 39.9. F un sous-espace vectoriel de E, x ∈ E. Alors :

∥x− pF (x)∥ = d(x, F ).

Plus précisément : ∀f ∈ F\ {pF (x)} , ∥x− pF (x)∥ < ∥x− f∥.

Proposition 39.10. p ∈ L(E) un projecteur (i.e. p ◦ p = p). Alors p est une projection
orthogonale ssi |||p||| ⩽ 1 (où |||·||| est la norme d’opérateur sur L(E) subordonnée à ∥·∥).

Démonstration. (⇒) Si p est une projection orthogonale, ∀x ∈ E, ∥p(x)∥2 = ∥x∥2 −
∥x− p(x)∥2 ⩽ ∥x∥2, donc |||p||| ⩽ 1. (⇐) On suppose que |||p||| ⩽ 1. On note F = Im p,
G = Ker p. On a donc E = F ⊕G, et p est la projection sur F parallèlement à G. Il suffit
donc de montrer que G = F⊥. Soit (f, g) ∈ F ×G. On a :

∀λ ∈ R, ∥f∥ = ∥p (f + λg)∥ ⩽ ∥f + λg∥ .

On considère donc :

ϑ : λ ∈ R 7−→ ∥f + λg∥2 − ∥f∥2 = λ2 ∥g∥2 + 2λ ⟨f | g⟩ .

On a ϑ ⩾ 0 et ϑ(0) = 0. Il vient ϑ′(0) = 0, i.e. ⟨f | g⟩ = 0. Donc f ⊥ g. On a montré que
F et G sont orthogonaux. On en déduit que G = F⊥.

Proposition 39.11. F1, . . . , Fp p sous-espaces vectoriels de E. On suppose que F1, . . . , Fp
sont deux à deux orthogonaux :

∀(i, j) ∈ J1, pK2, i ̸= j =⇒ (∀ (fi, fj) ∈ Fi × Fj , fi ⊥ fj) .

Alors F1, . . . , Fp sont en somme directe. Et leur somme est alors notée :

⊥⊕
1⩽i⩽p

Fi.

I.3 Bases orthonormales

Vocabulaire 39.12 (Famille orthogonale, orthonormale). u ∈ EI .
(i) On dit que la famille (ui)i∈I est orthogonale lorsque :

∀(i, j) ∈ I2, i ̸= j =⇒ ui ⊥ uj .

(ii) On dit que la famille (ui)i∈I est orthonormale lorsqu’elle est orthogonale et que
∀i ∈ I, ∥ui∥ = 1.

Proposition 39.13. Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.
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Théorème 39.14. E possède une base orthonormale.

Démonstration. Par récurrence sur dimE. Vrai pour dimE = 0. Supposons le résultat
acquis pour tout espace euclidien de dimension (d−1). Soit alors E un espace de dimension
d. Soit e1 ∈ E\{0} t.q. ∥e1∥ = 1. On note H = Ker (⟨e1 | ·⟩). H est un hyperplan de E,
donc dimH = d− 1, donc par hypothèse de récurrence, H admet une base orthonormale
(e2 . . . , ed). Ainsi, (e1, . . . , ed) est une base orthonormale de E, et la récurrence se propage.

Corollaire 39.15. Tout système orthonormal de vecteurs de E peut être complété en une
base orthonormale de E.

Définition 39.16 (Produit scalaire canonique sur Rn). On munit Rn du produit scalaire
canonique ⟨· | ·⟩ défini par :

⟨· | ·⟩ :

∣∣∣∣∣∣∣∣
Rn × Rn −→ R

(x, y) 7−→
n∑
i=1

xiyi
.

La base canonique de Rn est une base orthonormale de (Rn, ⟨· | ·⟩).

Proposition 39.17. (e1, . . . , en) une base orthonormale de E. On considère :

Ψ :

∣∣∣∣∣∣∣∣
Rn −→ E

x 7−→
n∑
i=1

xiei
.

Alors Ψ est un isomorphisme, et Ψ conserve le produit scalaire :

∀(x, y) ∈ (Rn)2 , ⟨x | y⟩ = ⟨Ψ(x) | Ψ(y)⟩ .

II Endomorphismes orthogonaux

II.1 Structure de O(E)
Définition 39.18 (Endomorphismes orthogonaux). f ∈ L(E). S’équivalent :

(i) ∀(x, y) ∈ E2, ⟨f(x) | f(y)⟩ = ⟨x | y⟩.
(ii) ∀x ∈ E, ∥f(x)∥ = ∥x∥.

On dit alors que f est un endomorphisme orthogonal. On note O(E) l’ensemble des en-
domorphismes orthogonaux de E.

Proposition 39.19. O(E) est un sous-groupe de (GL(E), ◦).

Remarque 39.20. Si f ∈ EE est tel que ∀(x, y) ∈ E2, ⟨f(x) | f(y)⟩ = ⟨x | y⟩, alors on
peut montrer que f ∈ O(E).

Proposition 39.21. O(E) est un compact de L(E).

Démonstration. On munit L(E) de la norme d’opérateur |||·||| subordonnée à ∥·∥. Pre-
mière étape : O(E) est borné. En effet :

∀f ∈ O(E), |||f ||| = 1.
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Deuxième étape :O(E) est fermé. En effet, pour (x, y) ∈ E2, on poseAx,y = {f ∈ L(E), ⟨f(x) | f(y)⟩ − ⟨x | y⟩ = 0}.
Alors les Ax,y sont des fermés (comme image réciproque d’un fermé par une application
continue) et :

O(E) =
⋂

(x,y)∈E2

Ax,y.

Donc O(E) est un fermé. Conclusion : O(E) est un fermé borné de L(E), qui est de
dimension finie, donc O(E) est un compact.

Définition 39.22 (Symétrie orthogonale). F un sous-espace vectoriel de E. On appelle
symétrie orthogonale de base F , et on note σF , la symétrie de base F parallèlement à F⊥.

Proposition 39.23. F un sous-espace vectoriel de E. Alors :
(i) σF ∈ O(E),
(ii) detσF = (−1)codimF .

Remarque 39.24. F,G deux sous-espaces vectoriels de E t.q. E = F ⊕ G. Alors la
symétrie sF,G de base F parallèlement à G est orthogonale ssi G = F⊥.

Proposition 39.25. det (O(E)) ⊂ {−1, 1} (avec égalité dès que dimE ⩾ 1).

Démonstration. Notons que det : GL(E) → R∗ est un morphisme continu de groupes.
Et O(E) est un sous-groupe compact de GL(E), donc det (O(E)) est un sous-groupe
compact de R∗. En déduire que det (O(E)) ⊂ {−1, 1}. De plus, lorsque dimE ⩾ 1, si H
est un hyperplan de E, alors detσH = −1 et σH ∈ O(E), d’où det (O(E)) = {−1, 1}.

Notation 39.26. On définit :
(i) SO(E) = {f ∈ O(E), det f = 1},
(ii) O−(E) = {f ∈ O(E), det f = −1}.

Proposition 39.27.
(i) SO(E) est un sous-groupe de (O(E), ◦).

(ii) Pour s ∈ O−(E), l’application Φs :
∣∣∣∣∣O(E) −→ O(E)

f 7−→ s ◦ f
est une bijection et on a

O−(E) = Φs (SO(E)) et SO(E) = Φs (O−(E)).

II.2 Endomorphismes orthogonaux et stabilité

Proposition 39.28. F un sous-espace vectoriel de E, u ∈ O(E). Si u(F ) ⊂ F , alors :

u(F ) = F et u
(
F⊥
)

= F⊥.

Proposition 39.29. F un sous-espace vectoriel de E, u ∈ O(E). On suppose que u(F ) ⊂
F et on note uF et uF⊥ les induits respectifs de u sur F et F⊥. Alors :

uF ∈ O (F ) et uF⊥ ∈ O
(
F⊥
)
.

Proposition 39.30. F1, . . . , Fp p sous-espaces vectoriels de E t.q.

E =
⊥⊕

1⩽i⩽p
Fi.
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On pose :

Ψ :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p∏
i=1

O (Fi) −→ O(E)

(f1, . . . , fp) 7−→
⊕

1⩽i⩽p
fi

.

Alors Ψ est un morphisme injectif de groupes, et :

Ψ
( p∏
i=1

O (Fi)
)

= {f ∈ O(E), ∀i ∈ J1, pK, f (Fi) ⊂ Fi} .

III Matrices orthogonales

Proposition 39.31. u ∈ L(E). S’équivalent :
(i) u ∈ O(E).
(ii) u transforme une base orthonormale de E en une base orthonormale.
(iii) u transforme toute base orthonormale de E en une base orthonormale.

Proposition 39.32. u ∈ L(E), B une base orthonormale de E. S’équivalent :
(i) u ∈ O(E).
(ii) t(MB(u)) × MB(u) = In.

Définition 39.33 (Matrices orthogonales). On définit :

On(R) =
{
M ∈ Mn (R) , tMM = In

}
.

Les matrices de On(R) sont appelées matrices orthogonales.
Proposition 39.34. On(R) est un sous-groupe de (GLn(R),×).
Proposition 39.35. On(R) est un compact de Mn (R).
Démonstration. On munit Mn (R) de la norme ∥·∥∞. Première étape : On(R) est borné.
En effet, ∀M ∈ Mn (R) , ∥M∥∞ ⩽ 1. Deuxième étape : On(R) est fermé. En effet, l’applica-
tion θ : M ∈ Mn (R) 7−→ tMM ∈ Mn (R) est continue et On(R) = θ−1 ({In}). Conclusion :
On(R) est un fermé borné de Mn (R), qui est de dimension finie, donc On(R) est un
compact.
Proposition 39.36. M ∈ Mn (R). S’équivalent :

(i) M ∈ On(R).
(ii) tMM = In.
(iii) (C1(M), . . . ,Cn(M)) est un système orthonormal de Rn (muni de sa structure eucli-

dienne canonique).
(iv) (L1(M), . . . ,Ln(M)) est un système orthonormal de Rn (muni de sa structure eu-

clidienne canonique).
(v) M ∈ GLn(R) et M−1 = tM .

Proposition 39.37. det (On(R) ⊂ {−1, 1} (avec égalité dès que n ⩾ 1).
Démonstration. Soit M ∈ On(R). Alors 1 = det (In) = det

(
tM
)

det (M) = (detM)2,
donc detM ∈ {−1, 1}.
Notation 39.38. On définit :

(i) SOn(R) = {M ∈ On(R), detM = 1},
(ii) O−

n (R) = {M ∈ On(R), detM = −1}.
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IV Actions de groupes

Définition 39.39 (Action de groupe). G un groupe, X un ensemble. On appelle action

de G sur X toute application A :
∣∣∣∣∣G×X −→ X

(g, x) 7−→ g · x
vérifiant :

(i) ∀x ∈ X, e · x = x (e étant le neutre de G),
(ii) ∀(g1, g2) ∈ G2, ∀x ∈ X, g2 · (g1 · x) = (g2g1) · x.

Proposition 39.40. G un groupe, X un ensemble. Alors une application A : G×X → X

est une action de groupe ssi σ :
∣∣∣∣∣G −→ SX

g 7−→ A(g, ·)
est un morphisme de groupes.

Définition 39.41 (Orbites). G un groupe, X un ensemble, A : G × X → X une action.
On définit sur X la relation d’équivalence R par :

xRy ⇐⇒ ∃g ∈ G, g · x = y.

L’ensemble des classes d’équivalence pour R sera noté X/G. Les classes d’équivalence sont
appelées orbites.

Définition 39.42 (Espace affine).
(
F⃗ ,+, ·

)
un espace vectoriel. On dit que (F,A) est un

espace affine sur F⃗ lorsque :
(i) F est un ensemble non vide,

(ii) A :
∣∣∣∣∣F⃗ × F −→ F

(u⃗, A) 7−→ A+ u⃗
est une action de

(
F⃗ ,+

)
sur F ,

(iii) Pour tout (A,B) ∈ F 2, il existe un unique vecteur u⃗ ∈ F⃗ , qui sera noté −−→
AB, t.q.

B = A+ u⃗.

V Orientation

Notation 39.43. On note B(E) l’ensemble des bases orthonormales de E (considérées
comme n-uplets).

Proposition 39.44. O(E) agit naturellement sur B(E), avec :

∀f ∈ O(E), ∀ (e1, . . . , en) ∈ B(E), f · (e1, . . . , en) = (f (e1) , . . . , f (en)) .

Proposition 39.45. ∀ (β, β′) ∈ B(E)2, ∃!f ∈ O(E), f · β = β′.

Proposition 39.46. On note R la relation d’équivalence associée à l’action de SO(E) sur
B(E) (obtenue par restriction à partir de l’action de O(E) sur B(E)). Soit (β, β′) ∈ B(E)2.
S’équivalent :

(i) βRβ′.
(ii) ∃f ∈ SO(E), f · β = β′.
(iii) detβ (β′) = 1.

On en déduit que B(E)/SO(E) a exactement deux classes d’équivalence.
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Définition 39.47 (Orientation d’un espace euclidien). Orienter l’espace euclidien E, c’est
choisir l’une des deux classes d’équivalence de B(E)/SO(E), qu’on note B+(E). On note
de plus B−(E) = B(E)\B+(E). Les bases orthonormales de B+(E) sont dites directes,
celles de B−(E) sont dites indirectes.

Proposition 39.48. On suppose que E est orienté. Alors :
(i) Les éléments de SO(E) envoie B+(E) sur B+(E) et B−(E) sur B−(E).
(ii) Les éléments de O−(E) envoie B+(E) sur B−(E) et B−(E) sur B+(E).

Proposition 39.49. On suppose que E est orienté. Soit β, β′ deux bases orthonormales
directes de E. Alors :

det
β

= det
β′
.

Définition 39.50 (Produit mixte). On suppose que E est orienté. On définit le produit
mixte de n vecteurs v1, . . . , vn de E par

[v1, . . . , vn] = det
β

(v1, . . . , vn) ,

où β est n’importe quelle base orthonormale directe de E.

Définition 39.51 (Produit vectoriel). On suppose que dimE = 3 et que E est orienté.
Pour (u, v) ∈ E2, on a [u, v, ·] ∈ E∗ ; ainsi, d’après la proposition 39.2, il existe un unique
w ∈ E t.q. ∀x ∈ E, [u, v, x] = ⟨w | x⟩. Ce vecteur w sera noté u ∧ v. On a donc :

∀(u, v, x) ∈ E3, [u, v, x] = ⟨(u ∧ v) | x⟩ .

Proposition 39.52. On suppose que dimE = 3 et que E est orienté. Soit β une base
orthonormale directe de E. Soit (u, v) ∈ E2. On note :

Mβ(u) =

u1
u2
u3

 et Mβ(v) =

v1
v2
v3

 .
Alors :

Mβ (u ∧ v) =

u2v3 − u3v2
u3v1 − u1v3
u1v2 − u2v1

 .

VI Groupe orthogonal en dimension 2
Proposition 39.53. Pour θ ∈ R, on note :

R(θ) =
(

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
∈ SO2(R).

Alors SO2(R) = {R(θ), θ ∈ R}.

Corollaire 39.54. On a les isomorphismes de groupes suivants :

SO2(R) ≃ R/2πZ ≃ U.

Corollaire 39.55. SO2(R) est commutatif.
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Lemme 39.56. On suppose que dimE = 2 et que E est orienté. Soit f ∈ SO(E). Alors :

∀
(
β, β′) ∈ B+(E)2, Mβ(f) = Mβ′(f).

Proposition 39.57. On suppose que dimE = 2 et que E est orienté. Soit f ∈ SO(E).
Alors il existe un unique θ ∈ R/2πZ t.q. Mβ(f) = R(θ). On dit que f est la rotation
d’angle θ et on note f = ρθ.

Proposition 39.58.

O−
2 (R) =

(
0 1
1 0

)
× SO2(R) =

{(
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)
, θ ∈ R

}
.

Proposition 39.59. On suppose que dimE = 2. Alors O−(E) est l’ensemble des symé-
tries orthogonales par rapport à des droites :

O−(E) = {σD, D droite vectorielle de E} .

Proposition 39.60. On suppose que dimE = 2 et que E est orienté. Pour (θ, θ′) ∈ R2

et D,D′ deux droites vectorielles de E, on a :
(i) ρθ′ ◦ ρθ = ρθ′+θ.
(ii) ρθ ◦ σD = σρθ/2(D).
(iii) σD ◦ ρθ = σρ−θ/2(D).

(iv) σD′ ◦ σD = ρ2φ, où φ = ̂(D,D′).

VII Réduction des endomorphismes orthogonaux

VII.1 Théorème de réduction des endomorphismes orthogonaux

Lemme 39.61. f ∈ O(E).
(i) SpR(f) ⊂ {−1, 1}.

(ii) Si F est un sous-espace vectoriel de E stable par f , alors f(F ) = F , f
(
F⊥
)

= F⊥,
et les induits respectifs fF et fF⊥ de f sur F et F⊥ sont orthogonaux.

(iii) Si E ̸= {0}, alors f admet un sous-espace stable de dimension 1 ou 2.

Démonstration. Voir propositions 39.28, 39.29 et 32.4.

Théorème 39.62 (Théorème de réduction des endomorphismes orthogonaux). f ∈ O(E).
Alors il existe β base orthonormale de E, (p, q, s) ∈ N3, 0 < θ1 ⩽ · · · ⩽ θs < π t.q.

Mβ(f) =



R (θ1) 0 · · · · · · 0

0 . . . . . . . . . ...
... . . . R (θs)

. . . ...
... . . . . . . Ip 0
0 · · · · · · 0 −Iq


.

p, q, s, θ1, . . . , θs ainsi définis sont uniques (mais pas β).
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VII.2 Applications

Lemme 39.63. SO(E) est connexe par arcs.

Proposition 39.64. O(E) a exactement deux composantes connexes par arcs : SO(E) et
O−(E).

Corollaire 39.65. B(E) (muni de la topologie induite de En) a exactement deux compo-
santes connexes par arcs : B+(E) et B−(E).

Proposition 39.66. O(E) est engendré par l’ensemble des symétries hyperplanes.

Proposition 39.67. On note :

On(Q) = Mn (Q) ∩On(R).

Alors On(Q) est dense dans On(R).

Démonstration. Pour U ∈ Rn\{0}, on note sU = σVect(U)⊥ ∈ O (Rn) (i.e. la symétrie
orthogonale par rapport à Vect(U)⊥). Soit C la base canonique de Rn. Montrer que :

MC (sU ) = In − 2U
tU

tUU
∈ On(R).

Cette écriture montre que, si U ∈ Qn\{0}, alors MC (sU ) ∈ Mn (Q), donc MC (sU ) ∈
On(Q). Soit alors A ∈ On(R). Selon la proposition 39.66, il existe H1, . . . ,Hp hyperplans
de Rn t.q.

A = MC (σH1) × · · · × MC
(
σHp

)
= MC (sU1) × · · · × MC

(
sUp

)
,

avec (U1, . . . , Up) ∈ (Rn\{0})p. Or Qn\{0} est dense dans Rn\{0}, donc pour i ∈ J1, pK, il
existe une suite V (i) ∈ (Qn\{0})N t.q. V (i)

N −−−−−→
N→+∞

Ui. Poser alors, pour N ∈ N :

BN = MC

(
s
V

(1)
N

)
× · · · × MC

(
s
V

(p)
N

)
∈ On(Q).

Ainsi, BN −−−−−→
N→+∞

A.

Corollaire 39.68. Pour n ∈ N, on note :

Sn =
{

(x0, . . . , xn) ∈ Rn+1,
n∑
i=0

x2
i = 1

}
.

Alors Sn ∩ Qn+1 est dense dans Sn.

Démonstration. Soit x ∈ Sn. On complète x en une base orthonormale β = (x, x2, . . . , xn+1)
de Rn+1 (muni de sa structure euclidienne canonique). On note C = (e1, . . . , en+1) la base
canonique de Rn+1, et P = MC (β) ∈ On+1 (R). On a MC(x) = PMC (e1). Comme
P ∈ On+1(R), il existe Q ∈ On+1 (Q)N t.q. QN −−−−−→

N→+∞
P (selon la proposition 39.67).

Ainsi :
QNMC (e1) −−−−−→

N→+∞
PMC (e1) = MC(x),

et ∀N ∈ N, QNMC (e1) ∈ Sn ∩ Qn+1.

Proposition 39.69. f ∈ O(E). Pour N ∈ N, on note mN (f) = 1
N+1

∑N
k=0 f

k. Alors :

mN (f) −−−−−→
N→+∞

pE1(f),

où pE1(f) est le projecteur orthogonal sur E1(f) = Ker (f − idE).
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VIII Réduction orientée des endomorphismes orthogonaux
directs en dimension 3

Proposition 39.70. On suppose que dimE = 3 et que E est orienté. Soit f ∈ SO(E)\ {idE}.
Alors il existe β = (u, v, w) base orthonormale directe de E et θ ∈ ]0, 2π[ t.q.

Mβ(f) =

1 0 0
0

R(θ)0

 .
On dit alors que f est la rotation d’angle θ autour de u, et on note f = ρu,θ.

Proposition 39.71. On suppose que dimE = 3 et que E est orienté. Soit u ∈ E, θ ∈
[0, 2π[. Alors :

|||ρu,θ − idE ||| = 2
∣∣∣∣sin(θ2

)∣∣∣∣ .
Méthode 39.72. On suppose que dimE = 3 et que E est orienté. Soit f ∈ SO(E)\ {idE}.
On sait qu’il existe u ∈ E et θ ∈ ]0, 2π[ t.q. f = ρu,θ.

(i) Déterminer u revient à trouver les vecteurs propres de f associés à la valeur propre
1, i.e. résoudre le système linéaire f(x) = x.

(ii) Pour déterminer θ, on peut remarquer que :

tr f = 1 + 2 cos θ.

Ceci permet de déterminer θ au signe près. Et on a de plus :

∀x ∈ E\ Vect(u), [u, x, f(x)] a le signe de sin θ.

IX Procédé de Gram-Schmidt

IX.1 Point de vue vectoriel

Théorème 39.73 (Procédé de Gram-Schmidt). (u1, . . . , up) une famille libre de E. Alors
il existe une unique famille orthogonale (v1, . . . , vp) t.q

∀i ∈ J1, pK, (vi − ui) ∈ Vect (u1, . . . , ui−1) .

On dit que (v1, . . . , vp) est l’orthogonalisé de Gram-Schmidt de (u1, . . . , up).

Démonstration. Pour i ∈ J0, pK, on notera Fi = Vect (u1, . . . , ui). Existence. On pose,
pour i ∈ J1, pK :

vi = pF⊥
i−1

(ui) = ui − pFi−1 (ui) .

Vérifier que (v1, . . . , vp) convient. Unicité. Soit (w1, . . . , wp) ayant les mêmes qualités que
(v1, . . . , vp). Montrer que ∀i ∈ J1, pK, Fi = Vect (w1, . . . , wi). Soit i ∈ J1, pK. On a donc
wi ∈ F⊥

i−1. Et ui = (ui − wi) + wi ; comme (ui − wi) ∈ Fi−1, il vient wi = pF⊥
i−1

(ui) =
vi.

Remarque 39.74. On définit Lp l’ensemble des familles libres de p vecteurs de E, Ωp

l’ensemble des familles libres orthogonales de p vecteurs de E. Alors le procédé de Gram-
Schmidt définit une application Γ : Lp → Ωp. Comme l’orthogonalisé de Gram-Schmidt
s’obtient à l’aide d’opérations de corps exclusivement, Γ est une fraction rationnelle. En
particulier, Γ est continue.
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Vocabulaire 39.75 (Orthonormalisé de Gram-Schmidt). (u1, . . . , up) une famille libre de
E, dont on note (v1, . . . , vp) l’orthogonalisé de Gram-Schmidt. On dit alors que le système(

v1
∥v1∥ , . . . ,

vp

∥vp∥

)
est l’orthonormalisé de Gram-Schmidt de (u1, . . . , up).

Proposition 39.76. (u1, . . . , up) une famille libre de E. Alors l’orthonormalisé de Gram-
Schmidt de (u1, . . . , up) est l’unique famille (w1, . . . , wp) ∈ Ep t.q.

(i) (w1, . . . , wp) est un système orthonormal,
(ii) ∀i ∈ J1, pK, wi ∈

(
R∗

+
)
ui + Vect (u1, . . . , ui−1).

Autrement dit, dans l’espace F = Vect (u1, . . . , up), la matrice de passage de la base
(u1, . . . , up) à la base (w1, . . . , wp) est triangulaire supérieure à coefficients diagonaux stric-
tement positifs.

Application 39.77. f ∈ L(E). Si f est trigonalisable, alors il existe une base orthonor-
male β de E t.q. Mβ(f) ∈ Tsn(R).

Proposition 39.78 (Inégalité de Hadamard). On suppose que E est orienté. Soit (u1, . . . , un) ∈
En. Alors :

|[u1, . . . , un]| ⩽
n∏
i=1

∥ui∥ .

Démonstration. L’inégalité est clairement vérifiée si (u1, . . . , un) est liée. On suppose
donc que (u1, . . . , un) est libre et on note (v1, . . . , vn) son orthogonalisé de Gram-Schmidt.
Soit β une base orthonormale directe de E :

|[u1, . . . , un]| =
∣∣∣∣det
β

(u)
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣det
β

(v)
∣∣∣∣ · ∣∣∣det

v
(u)
∣∣∣ =

∣∣∣∣det
β

(v)
∣∣∣∣

= ∥v1∥ · · · ∥vn∥ ·
∣∣∣∣det
β

(
v1

∥v1∥
, . . . ,

vn
∥vn∥

)∣∣∣∣ = ∥v1∥ · · · ∥vn∥

⩽ ∥u1∥ · · · ∥un∥ ,

car ∀i ∈ J1, nK, ∥vi∥ =
∥∥∥pVect(u1,...,ui−1)⊥ (ui)

∥∥∥ ⩽ ∥ui∥.

IX.2 Point de vue matriciel

Notation 39.79. On note :

Ts+n (R) = {T ∈ Tsn(R), ∀i ∈ J1, nK, Tii ∈ R+}
Ts++
n (R) =

{
T ∈ Tsn(R), ∀i ∈ J1, nK, Tii ∈ R∗

+
}
.

Proposition 39.80 (Procédé de Gram-Schmidt).

∀A ∈ GLn(R), ∃! (Ω, T ) ∈ On(R) × Ts++
n (R), A = ΩT.

Proposition 39.81. On considère :

Θ :
∣∣∣∣∣On(R) × Ts++

n (R) −→ GLn(R)
(Ω, T ) 7−→ ΩT

.

Alors Θ est un homéomorphisme.
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Démonstration. Θ est bijective selon la proposition 39.80, et il est clair que Θ est C0.
Montrons que Θ−1 est C0. Soit donc A ∈ GLn(R) et B ∈ GLn(R)N t.q. Bp −−−−→

p→+∞
A. On

note (U, T ) = Θ−1(A) et (Vp, Sp) = Θ−1 (Bp), pour p ∈ N. Soit W une valeur d’adhérence
de V dans On(R) (qui est compact) et j une extraction associée. On a alors :

Sj(p) = tVj(p)
(
Vj(p)Sj(p)

)
= tVj(p)Bj(p) −−−−→

p→+∞
tWUT.

On a tWUT ∈ GLn(R). Et tWUT ∈ Ts+n (R) (car Ts+n (R) est un fermé de Mn (R)). Donc
tWUT ∈ Ts++

n (R). Donc Θ
(
tWU,T

)
= Θ

(
In,

tWUT
)
, d’où tWU = In et W = U . On a

montré que U est la seule valeur d’adhérence de V . Comme On(R) est un compact, on a
Vp −−−−→

p→+∞
U (c.f. théorème 14.31). On en déduit aisément que Sp −−−−→

p→+∞
T , ce qui prouve

que Θ−1 est C0.
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Chapitre 40
Endomorphismes Autoadjoints

Notation 40.1. Dans ce chapitre, (E, ⟨· | ·⟩) est un espace euclidien de dimension n.

I Adjoint d’un endomorphisme

Définition 40.2 (Adjoint d’un endomorphisme). u ∈ L(E). Il existe un unique endomor-
phisme u∗, appelé adjoint de u, t.q.

∀ (x, y) ∈ E2, ⟨u(x) | y⟩ = ⟨x | u∗(y)⟩ .

Proposition 40.3. u ∈ L(E). Si β est une base orthonormale de E, alors :

Mβ (u∗) = t(Mβ(u)).

Proposition 40.4. On note :

A :
∣∣∣∣∣L(E) −→ L(E)

u 7−→ u∗ et T :
∣∣∣∣∣Mn (R) −→ Mn (R)

M 7−→ tM
.

Si β est une base orthonormale, le diagramme suivant est commutatif :

L(E) L(E)

Mn (R) Mn (R)

A

T

Mβ Mβ

Corollaire 40.5. On considère l’application A :
∣∣∣∣∣L(E) −→ L(E)

u 7−→ u∗ . On a :

(i) A est linéaire.
(ii) A ◦ A = idL(E).

(iii) ∀u ∈ L(E),


rg u∗ = rg u
tru∗ = tru
detu∗ = detu

.

Proposition 40.6. u ∈ L(E). Alors :

Im u∗ = (Keru)⊥ .
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Proposition 40.7. u ∈ L(E). S’équivalent :
(i) u ∈ O(E).
(ii) u∗ ◦ u = idE.
(iii) u ∈ GL(E) et u−1 = u∗.

Lemme 40.8. x ∈ E.
∥x∥ = sup

y∈E
∥y∥=1

⟨x | y⟩ .

Autrement dit, |||⟨x | ·⟩||| = ∥x∥, où |||·||| est la norme d’opérateur sur L(E,R) subordonnée
à ∥·∥ et |·|.

Proposition 40.9. u ∈ L(E).
|||u∗||| = |||u||| ,

où |||·||| est la norme d’opérateur sur L(E) subordonnée à ∥·∥.

II Endomorphismes autoadjoints

Définition 40.10 (Endomorphisme autoadjoint). On dit qu’un endomorphisme u ∈ L(E)
est autoadjoint lorsque u∗ = u. On notera :

S (E) = {u ∈ L(E), u∗ = u} = Ker
(
A − idL(E)

)
,

avec A :
∣∣∣∣∣L(E) −→ L(E)

u 7−→ u∗ .

Proposition 40.11. u ∈ L(E). Soit β une base orthonormale de E. S’équivalent :
(i) u ∈ S (E).
(ii) ∀(x, y) ∈ E2, ⟨x | u(y)⟩ = ⟨u(x) | y⟩.
(iii) t(Mβ(u)) = Mβ(u).

Notation 40.12. On note :

Sn(R) =
{
M ∈ Mn (R) , tM = M

}
.

Proposition 40.13. β une base orthonormale de E. Alors :
(i) Sn(R) est un sous-espace vectoriel de Mn (R).
(ii) S (E) est un sous-espace vectoriel de L(E).
(iii) Sn(R) = Mβ (S (E)).

(iv) dim Sn(R) = dim S (E) = n(n+1)
2 .

Remarque 40.14. F,G deux sous-espaces vectoriels de E t.q. E = F ⊕ G. Alors la
projection πF,G sur F parallèlement à G est autoadjointe ssi G = F⊥.
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III Théorème spectral

Lemme 40.15. u ∈ L(E). On suppose qu’il existe une base orthonormale diagonalisant
u. Alors u ∈ S (E).

Lemme 40.16. u ∈ S (E).
(i) Si F est un sous-espace vectoriel de E stable par u, alors F⊥ est stable par u, et les

induits respectifs uF et uF⊥ de u sur F et F⊥ sont autoadjoints.
(ii) Si E ̸= {0}, alors u admet un sous-espace stable de dimension 1 ou 2.

Lemme 40.17. On suppose que dimE = 2. Soit u ∈ S (E). Alors il existe une base
orthonormale diagonalisant u.

Démonstration. Soit β = (e1, e2) une base orthonormale de E. On écrit M = Mβ(u) =(
a b
b c

)
. Il suffit de trouver P ∈ SO2(R) t.q. PMP−1 ∈ D2(R). Autrement dit, il suffit de

trouver θ ∈ R t.q. R(θ)MR(θ)−1 ∈ D2(R). Or, pour θ ∈ R, on a :

R(θ)MR(θ)−1 ∈ D2(R)

⇐⇒
(

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)(
a b
b c

)(
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)
∈ D2(R)

⇐⇒ b
(
cos2 θ − sin2 θ

)
+ (a− c) cos θ sin θ = 0

⇐⇒ b cos(2θ) + a− c

2 sin(2θ) = 0

⇐⇒ ⟨r(θ) | y⟩ = 0,

avec r(θ) =
(

cos(2θ)
sin(2θ)

)
et y =

(
b
a−c

2

)
. Choisissons donc ω ∈ Vect(y)⊥\{0} (c’est possible

car dim Vect(y)⊥ = codim Vect(y) ⩾ 1). Alors il existe θ ∈ R t.q. ω
∥ω∥ =

(
cos(2θ)
sin(2θ)

)
= r(θ).

Et on a alors R(θ)MR(θ)−1 ∈ D2(R).

Théorème 40.18 (Théorème spectral). u ∈ L(E). S’équivalent :
(i) u ∈ S (E).
(ii) Il existe une base orthonormale diagonalisant u.

Démonstration. (ii) ⇒ (i) Voir lemme 40.15. (i) ⇒ (ii) Par récurrence sur dimE en
utilisant les lemmes 40.16 et 40.17.

Corollaire 40.19. u ∈ L(E). Alors u ∈ S (E) ssi

E =
⊥⊕

λ∈SpR(u)
Eλ(u),

où Eλ(u) = Ker (u− λidE), pour λ ∈ R.

Application 40.20. u ∈ S (E). Alors :

|||u||| = max
λ∈SpR(u)

|λ| ,

où |||·||| est la norme d’opérateur sur L(E) subordonnée à ∥·∥.
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IV Forme matricielle du théorème spectral

Vocabulaire 40.21 (Matrices orthogonalement semblables). Soit (A,B) ∈ Mn (R)2. On
dit que A et B sont orthogonalement semblables lorsque :

∃Ω ∈ On(R), A = tΩBΩ.

Théorème 40.22 (Théorème spectral). A ∈ Mn (R). S’équivalent :
(i) A ∈ Sn(R).
(ii) ∃ (Ω, D) ∈ On(R) × Dn(R), A = tΩDΩ.
(iii) A est orthogonalement semblable à une matrice diagonale.

Notation 40.23. A ∈ Sn(R). Dans ce paragraphe, on notera :

Γ (A) =
{

ΩAtΩ, Ω ∈ On(R)
}
.

Lemme 40.24. f ∈ S (E). Alors il existe x ∈ E t.q. ∥x∥ = 1 et :

⟨f(x) | x⟩ = tr f
n
,

où n = dimE.
Démonstration. On peut supposer dimE ⩾ 2. f est autoadjoint donc diagonalisable :
soit λ1 ⩽ · · · ⩽ λn les valeurs propres de f . On note Σ = {x ∈ E, ∥x∥ = 1} et :

r : x ∈ Σ 7−→ ⟨f(x) | x⟩ ∈ R.

Σ est connexe par arcs (c.f. proposition 16.14) et r est C0, donc r(Σ) est un intervalle. Or
λ1 ∈ r(Σ), λn ∈ r(Σ), donc :

tr f
n

= 1
n

(
n∑
i=1

λi

)
∈ [λ1, λn] ⊂ r(Σ).

Proposition 40.25. A ∈ Sn(R). Alors :
(i) Γ (A) est un compact de Mn (R).
(ii) Γ (A) contient des matrices diagonales.
(iii) Γ (A) contient des matrices à diagonale constante.

Démonstration. (iii) Par récurrence sur n. Le résultat est vrai pour n = 1. Soit n ⩾ 2
t.q. le résultat est vrai au rang (n − 1). Soit A ∈ Sn(R). Soit E un espace euclidien de
dimension n, β une base orthonormale de E, et f ∈ S (E) t.q. A = Mβ(f). Selon le lemme
40.24, il existe en ∈ E avec ∥en∥ = 1 t.q. ⟨f (en) | en⟩ = trA

n . On note alors F = Vect (en)⊥.
Soit BF une base orthonormale de F , et soit B = BF ⊔ {en}. Donc :

MB(f) =
[
Â X
tX trA

n

]
.

MB(f) ∈ Sn(R) car B est orthonormale. Donc Â ∈ Sn−1(R). Donc il existe Q̂ ∈ On−1(R)
t.q. tQ̂ÂQ̂ est à diagonale constante, de termes diagonaux 1

n−1 tr
(
tQ̂ÂQ̂

)
= 1

n−1 tr Â =
trA
n . On pose alors :

Q =
[
Q̂ 0
0 1

]
.

Alors tQMB(f)Q est à diagonale constante, et la récurrence se propage.
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Proposition 40.26. A ∈ Sn(R). On considère :

α : M ∈ Γ (A) 7−→
n∑
i=1

Mii = trM,

β : M ∈ Γ (A) 7−→
∑

1⩽i,j⩽n
M2
ij = tr

(
tMM

)
,

γ : M ∈ Γ (A) 7−→
n∑
i=1

M2
ii.

Alors :
(i) ∀M ∈ Γ (A), α(M) = trA,
(ii) ∀M ∈ Γ (A), β(M) = tr

(
tAA

)
,

(iii) minM∈Γ (A) γ(M) = (trA)2

n et maxM∈Γ (A) γ(M) = tr
(
tAA

)
.
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Chapitre 41
Compléments sur les Endomorphismes
Autoadjoints

Notation 41.1. Dans ce chapitre, (E, ⟨· | ·⟩) est un espace euclidien de dimension n.

I Codiagonalisation des endomorphismes autoadjoints

Proposition 41.2. (f, g) ∈ S (E)2. Alors :

(g ◦ f) ∈ S (E) ⇐⇒ g ◦ f = f ◦ g.

Théorème 41.3. A ⊂ S (E). S’équivalent :
(i) Les éléments de A commutent deux à deux.
(ii) Il existe une base orthonormale diagonalisant tous les éléments de A.

Démonstration. Même principe que le théorème 32.6.

Corollaire 41.4. A ⊂ Sn(R). S’équivalent :
(i) ∀ (A,B) ∈ A2, AB = BA.
(ii) ∃Ω ∈ On(R), ∀A ∈ A, tΩAΩ ∈ Dn(R).

II Quotient de Rayleigh

Définition 41.5 (Quotient de Rayleigh). f ∈ S (E). On définit le quotient de Rayleigh
de f par :

r : x ∈ Σ 7−→ ⟨f(x) | x⟩ ∈ R,

où Σ = {x ∈ E, ∥x∥ = 1}.

Proposition 41.6. f ∈ S (E). On note r le quotient de Rayleigh de f . Comme Σ est
compact et r est C0, r présente un maximum et un minimum, qui sont tous deux atteints
en un vecteur propre de f .

Démonstration. On suppose que dimE ⩾ 2 (sinon le résultat reste vrai). Soit u ∈ Σ
t.q. r(u) = maxx∈Σ r(x). Soit w ∈ Σ t.q. w ⊥ u. On pose :

v : θ ∈ R 7−→ (cos θ)u+ (sin θ)w ∈ Σ et ϱ = r ◦ v.
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ϱ présente un maximum en 0. Or, ϱ est dérivable et :

∀θ ∈ R, ϱ′ (θ) = sin (2θ) (r(w) − r(u)) + 2 cos (2θ) ⟨w | f(u)⟩ .

Donc 2 ⟨w | f(u)⟩ = ϱ′(0) = 0. Donc w ⊥ f(u). Ceci montre que :

∀x ∈ Vect(u)⊥, f(u) ⊥ x.

Autrement dit, Vect(u)⊥ ⊂ Vect (f(u))⊥, d’où Vect (f(u)) ⊂ Vect(u). Donc f(u) ∈
Vect(u), i.e. u est un vecteur propre de f . Le raisonnement est identique pour le mi-
nimum.
Corollaire 41.7. f ∈ S (E). Alors :

min
x∈E

∥x∥=1

⟨f(x) | x⟩ = min Sp(f) et max
x∈E

∥x∥=1

⟨f(x) | x⟩ = max Sp(f).

III Autoadjoints positifs et définis positifs

Définition 41.8 (Autoadjoint positif). f ∈ S (E). S’équivalent :
(i) ∀x ∈ E, ⟨f(x) | x⟩ ⩾ 0.
(ii) Sp(f) ⊂ R+.

On dit alors que f est positif. On note S +(E) l’ensemble des autoadjoints positifs de E.
Proposition 41.9. S +(E) est un convexe fermé de L(E).
Proposition 41.10. S +(E) est un cône convexe, i.e.

∀λ ∈ R+, ∀f ∈ S +(E), (λf) ∈ S +(E).

Définition 41.11 (Autoadjoint défini positif). f ∈ S (E). S’équivalent :
(i) ∀x ∈ E\{0}, ⟨f(x) | x⟩ > 0.
(ii) Sp(f) ⊂ R∗

+.
On dit alors que f est défini positif. On note S ++(E) l’ensemble des autoadjoints définis
positifs de E.
Proposition 41.12. S ++(E) ⊂ S +(E) ⊂ S (E).
Proposition 41.13. S ++(E) est un ouvert convexe de S (E).
Démonstration. Il est clair que S ++(E) est convexe ; montrons que c’est un ouvert de
S (E). Soit f ∈ S ++(E). On pose :

ρ = min
x∈E

∥x∥=1

⟨f(x) | x⟩ > 0.

On munit S (E) de |||·||| (restriction de la norme d’opérateur sur L(E) subordonnée à ∥·∥).
Montrer alors que Bo (f, ρ) ⊂ S ++(E).
Proposition 41.14. On se place dans S (E). Alors :

S +(E) = S ++(E) et S ++(E) =
◦︷ ︸︸ ︷

S +(E) .

Lemme 41.15. ∀f ∈ L(E), (f∗ ◦ f) ∈ S +(E).
Proposition 41.16. f ∈ L(E). Alors :

|||f ||| =
√

max Sp (f∗ ◦ f),

où |||·||| est la norme d’opérateur sur L(E) subordonnée à ∥·∥.

250



CHAPITRE 41. COMPLÉMENTS SUR LES ENDOMORPHISMES
AUTOADJOINTS

IV Théorème min-max

Notation 41.17. Pour d ∈ J0, nK, on note Gd(E) l’ensemble des sous-espaces vectoriels
de E de dimension d.

Notation 41.18. f ∈ S (E). On note λ1(f) ⩽ · · · ⩽ λn(f) t.q.

χf =
n∏
i=1

(λi(f) −X) .

Théorème 41.19 (Théorème min-max). f ∈ S (E). Alors :

∀d ∈ J1, nK, λd(f) = min
F∈Gd(E)

max
x∈F

∥x∥=1

⟨f(x) | x⟩ .

Démonstration. Soit β = (ε1, . . . , εn) une base orthonormale de E t.q.

Mβ(f) = diag (λ1(f), . . . , λn(f)) .

(⩾) Soit d ∈ J1, nK. On note F0 = Vect (ε1, . . . , εd) ∈ Gd(E). On note fF0 l’induit de f sur
F0. On a fF0 ∈ S (F0), donc d’après le corollaire 41.7 :

λd(f) = max Sp (fF0) = max
x∈F0
∥x∥=1

⟨f(x) | x⟩ ⩾ inf
F∈Gd(E)

max
x∈F

∥x∥=1

⟨f(x) | x⟩ .

(⩽) Soit F ∈ Gd(E). On pose G0 = Vect (εd, . . . , εn) ∈ Gn−d+1(E). On a :

dim (F ∩G0) = dimF + dimG0 − dim (F +G0) ⩾ d+ (n− d+ 1) − n = 1.

Soit donc u ∈ (F ∩G0) \{0} avec ∥u∥ = 1. Ainsi, en notant fG0 l’induit de f sur G0, on a
fG0 ∈ S (G0), donc d’après le corollaire 41.7 :

max
x∈F

∥x∥=1

⟨f(x) | x⟩ ⩾ ⟨f(u) | u⟩ ⩾ min
y∈G0
∥y∥=1

⟨f(y) | y⟩ = min Sp (fG0) = λd(f).

Il suffit alors de passer à l’inf sur F .

Lemme 41.20. (X, d) un espace métrique, f ∈
(
RX

)Λ
, ρ ∈ R∗

+. On suppose que :
(i) ∀λ ∈ Λ, fλ est ρ-lipschitzienne,
(ii) ∀x ∈ X, supλ∈Λ fλ(x) < +∞.

Alors la fonction
M : x ∈ X 7−→ sup

λ∈Λ
fλ(x) ∈ R

est ρ-lipschitzienne.

Remarque 41.21. Le lemme 41.20 reste valable en remplaçant sup par inf.

Application 41.22. Pour d ∈ J1, nK, on s’intéresse à la fonction

λd : S (E) → R

(c.f. notation 41.18). On munit S (E) de |||·||| (restriction de la norme d’opérateur sur
L(E) subordonnée à ∥·∥). Alors λd est 1-lipschitzienne.

Démonstration. Appliquer le théorème 41.19, puis appliquer deux fois le lemme 41.20.
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V Matrices symétriques positives et définies positives
Définition 41.23. On définit :

(i) S +
n (R) =

{
A ∈ Sn(R), ∀X ∈ Mn,1 (R) , tXAX ⩾ 0

}
,

(ii) S ++
n (R) =

{
A ∈ Sn(R), ∀X ∈ Mn,1 (R) \{0}, tXAX > 0

}
.

Proposition 41.24. Si β est une base orthonormale de E, alors :

S +
n (R) = Mβ

(
S +(E)

)
et S ++

n (R) = Mβ

(
S ++(E)

)
.

Corollaire 41.25. On a :
(i) S +

n (R) = {A ∈ Sn(R), Sp(A) ⊂ R+},
(ii) S ++

n (R) =
{
A ∈ Sn(R), Sp(A) ⊂ R∗

+
}
.

Lemme 41.26. Si A ∈ S ++
n (R), alors detA > 0.

Théorème 41.27. A ∈ Sn(R). S’équivalent :
(i) A ∈ S ++

n (R).
(ii) Les mineurs principaux de A sont tous strictement positifs.

Démonstration. (i) ⇒ (ii) Montrer que toutes les sous-matrices carrées de A correspon-
dant à des mineurs principaux sont symétriques définies positives, et conclure à l’aide du
lemme 41.26. (ii) ⇒ (i) D’après le théorème 27.67, A possède une décomposition LU :

A = LU, avec


L ∈ Tin(R)
U ∈ Tsn(R)
∀i ∈ J1, nK, Lii = 1

.

On a alors ∀i ∈ J1, nK, U11 · · ·Uii = µi(U) = µi(A) > 0, où µi(M) désigne le mineur
principal d’ordre i de la matrice M . On en déduit :

∀i ∈ J1, nK, Uii > 0.

On pose alors D = diag (U11, . . . , Unn), puis L′ = D−1U . Ainsi :

LU = A = tA = t(LDL′) = tL′
(
DtL

)
.

Par unicité de la décomposition LU, il vient L = tL′. Donc A = LDtL. En déduire ∀X ∈
Mn,1 (R) \{0}, tXAX > 0.

Lemme 41.28. S ++
n (R) = S +

n (R) ∩GLn(R).

Proposition 41.29. A ∈ Mn (R). S’équivalent :
(i) A ∈ S ++

n (R).
(ii) ∃P ∈ GLn(R), A = tPP.

Démonstration. (ii) ⇒ (i) Clair. (i) ⇒ (ii) D’après le théorème 40.18, il existe Ω ∈ On(R)
et (λ1, . . . , λn) ∈

(
R∗

+
)n t.q.A = Ω diag (λ1, . . . , λn) tΩ. On pose alors ∆ = diag

(√
λ1, . . . ,

√
λn
)
.

Ainsi :
A = Ω

(
∆2
)
tΩ = t

(
Ω∆tΩ

) (
Ω∆tΩ

)
,

d’où le résultat car
(
Ω∆tΩ

)
∈ GLn(R).
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Corollaire 41.30. A ∈ Sn(R). S’équivalent :
(i) A ∈ S ++

n (R).
(ii) ∀X ∈ Mn,1 (R) \{0}, tXAX > 0.
(iii) Sp(A) ⊂ R∗

+.
(iv) Les mineurs principaux de A sont tous strictement positifs.
(v) ∃P ∈ GLn(R), A = tPP .

Proposition 41.31. L’application

Φ :
∣∣∣∣∣T
i++
n (R) −→ S ++

n (R)
A 7−→ tAA

est un homéomorphisme, où Ti++
n (R) =

{
T ∈ Tin(R), ∀i ∈ J1, nK, Tii ∈ R∗

+
}
.

Corollaire 41.32.

S ++
n (R) ∼ Ti++

n (R) ∼ R
n(n−1)

2 ×
(
R∗

+
)n ∼ R

n(n+1)
2 ,

où ∼ désigne la relation d’homéomorphisme.

Remarque 41.33. On peut montrer que si F est un R-espace vectoriel de dimension finie
et U est un ouvert convexe non vide de F , alors U ∼ F . On retrouve ainsi le résultat du
corollaire 41.32.

VI Décomposition polaire
Lemme 41.34. On considère :

Φ :
∣∣∣∣∣S

+(E) −→ S +(E)
f 7−→ f2 .

(i) Φ est bijective.
(ii) Φ

(
S ++(E)

)
= S ++(E).

(iii) Φ est un homéomorphisme.

Notation 41.35. Pour g ∈ S +(E), on notera √
g l’unique élément de S +(E) t.q.

g = (√g)2 .

Théorème 41.36 (Décomposition polaire).

∀f ∈ GL(E), ∃! (ω, s) ∈ O(E) × S ++(E), f = ω ◦ s.

Cette écriture est appelée décomposition polaire de f .

Démonstration. Soit f ∈ GL(E). Unicité. Soit (ω, s) ∈ O(E) × S ++(E) t.q. f = ω ◦ s.
Alors :

f∗ ◦ f = (ω ◦ s)∗ ◦ (ω ◦ s) = s ◦ ω∗ ◦ ω ◦ s = s2.

Et (f∗ ◦ f) ∈ S ++(E), donc s =
√
f∗ ◦ f ∈ S ++(E). On a alors ω = f ◦ s−1. Existence.

On pose s =
√
f∗ ◦ f ∈ S ++(E) et ω = f ◦ s−1. On a bien f = ω ◦ s ; reste à prouver que

ω ∈ O(E). En effet :

ω∗ ◦ ω =
(
f ◦ s−1

)∗
◦
(
f ◦ s−1

)
= s−1 ◦ f∗ ◦ f ◦ s−1 = s−1 ◦ s2 ◦ s−1 = idE .
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Proposition 41.37. On pose :

P :
∣∣∣∣∣O(E) × S ++(E) −→ GL(E)

(ω, s) 7−→ ω ◦ s
.

Alors P est un homéomorphisme.

Démonstration. Même principe que la proposition 39.81.

Corollaire 41.38. Selon le corollaire 41.32 et la proposition 41.37, on a :

GLn (R) ∼ On(R) × R
n(n+1)

2 ∼ SOn (R) × {0, 1} × R
n(n+1)

2 ,

où ∼ désigne la relation d’homéomorphisme.

Théorème 41.39 (Décomposition polaire).

∀A ∈ GLn(R), ∃! (Ω, S) ∈ On(R) × S ++
n (R), A = ΩS.

Cette écriture est appelée décomposition polaire de A.

Lemme 41.40. GLn(R) est dense dans Mn (R).

Démonstration. Voir proposition 32.16.

Proposition 41.41.

∀A ∈ Mn (R) , ∃ (Ω, S) ∈ On(R) × S +
n (R), A = ΩS.

Démonstration. Soit A ∈ Mn (R). Selon le lemme 41.40, il existe B ∈ GLn(R)N t.q.
Bp −−−−→

p→+∞
A. Or, selon le théorème 41.39, pour p ∈ N, il existe (Up, Tp) ∈ On(R)×S ++

n (R)
t.q. Bp = UpTp. Comme On(R) est compact, soit alors Ω ∈ On(R) et j une extraction t.q.
Uj(p) −−−−→

p→+∞
Ω. On a alors :

tΩA = lim
p→+∞

(
tUj(p)Bj(p)

)
= lim

p→+∞

(
tUj(p)Uj(p)Tj(p)

)
= lim

p→+∞
Tj(p) ∈ S +

n (R) = S +
n (R).

Donc
(
Ω, tΩA

)
∈ On(R) × S +

n (R) convient.

Application 41.42. On munit L(E) de la norme d’opérateur |||·||| subordonnée à ∥·∥. On
note :

B = {f ∈ L(E), |||f ||| ⩽ 1} .

Alors :
B = Conv (O(E)) ,

où Conv (O(E)) est l’enveloppe convexe de O(E), i.e. le plus petit convexe de L(E) conte-
nant O(E).

Démonstration. (⊃) B ⊃ O(E) et B est convexe donc B ⊃ Conv (O(E)). (⊂) Soit
f ∈ B. Selon la proposition 41.41, soit (ω, s) ∈ O(E) × S +(E) t.q. f = ω ◦ s. On a alors :

|||s||| = sup
x∈E\{0}

∥s(x)∥
∥x∥

= sup
x∈E\{0}

∥ω (s(x))∥
∥x∥

= |||ω ◦ s||| = |||f ||| ⩽ 1.
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Soit alors β une base orthonormale de E, (λ1, . . . , λn) ∈ (R+)n t.q. Mβ (s) = diag (λ1, . . . , λn).
Comme |||s||| ⩽ 1, on a :

(λ1, . . . , λn) ∈ [0, 1]n ⊂ [−1, 1]n ⊂ Conv ({−1, 1}n) .

Donc il existe une fonction α : {−1, 1}n → R+ t.q.

(λ1, . . . , λn) =
∑

ε∈{−1,1}n

α(ε) · (ε1, . . . , εn) et 1 =
∑

ε∈{−1,1}n

α(ε).

Pour ε ∈ {−1, 1}n, on pose δε ∈ L(E) t.q. Mβ (δε) = diag (ε1, . . . , εn). On a alors δε ∈
S (E) ∩O(E). Ainsi :

f = ω ◦ s = ω ◦

 ∑
ε∈{−1,1}n

α(ε)δε

 =
∑

ε∈{−1,1}n

α(ε) (ω ◦ δε) ∈ Conv (O(E)) .

VII Forme ultime du théorème spectral

Théorème 41.43. A ∈ S ++
n (R), B ∈ Sn(R). Alors il existe (P,∆) ∈ GLn(R) × Dn(R)

t.q.
A = tPP et B = tP∆P.

Démonstration. Selon la proposition 41.29, il existe Q ∈ GLn(R) t.q. A = tQQ. Autre-
ment dit, tQ−1AQ−1 = In. On définit alors :

S = tQ−1BQ−1 ∈ Sn(R).

Comme S ∈ Sn(R), il existe Π ∈ On(R) et ∆ ∈ Dn(R) t.q. S = tΠ∆Π. Donc :

A = tQQ = t(ΠQ) (ΠQ) et B = tQSQ = t(ΠQ)∆ (ΠQ) .

Notation 41.44. On définit ≼ sur Sn(R) par :

∀ (A,B) ∈ Sn(R)2, A ≼ B ⇐⇒
(
∀X ∈ Mn,1 (R) , tXAX ⩽ tXBX

)
.

≼ est une relation d’ordre sur Sn(R).

Proposition 41.45. S +
n (R) = {A ∈ Sn(R), A ≽ 0}.

Proposition 41.46. (A,B) ∈ Sn(R)2. Alors :

0 ≼ A ≼ B =⇒ 0 ⩽ detA ⩽ detB.

Démonstration. Supposons 0 ≼ A ≼ B. Premier cas : B ∈ S +
n (R)\S ++

n (R). Alors
il existe X ∈ Mn,1 (R) \{0} t.q. tXBX = 0. Alors tXAX ⩽ tXBX = 0, donc A ∈
S +
n (R)\S ++

n (R). Donc 0 = detA = detB. Second cas : B ∈ S ++
n (R). Alors selon le

théorème 41.43, il existe (P,∆) ∈ GLn(R) × Dn(R) t.q.

A = tP∆P et B = tPP.

En utilisant le fait que 0 ≼ A ≼ B, montrer que 0 ≼ ∆ ≼ In, puis en déduire que
0 ⩽ det ∆ ⩽ 1. Ainsi :

0 ⩽ (detP )2 det ∆︸ ︷︷ ︸
detA

⩽ (detP )2︸ ︷︷ ︸
detB

.
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VIII Matrices antisymétriques
Définition 41.47. On définit :

(i) An(R) =
{
M ∈ Mn (R) , tM = −M

}
,

(ii) A (E) = {f ∈ L(E), f∗ = −f}.

Proposition 41.48. β une base orthonormale de E. Alors :
(i) An(R) est un sous-espace vectoriel de Mn (R).
(ii) A (E) est un sous-espace vectoriel de L(E).
(iii) An(R) = Mβ (A (E)).
(iv) dim An(R) = dim A (E) = n(n−1)

2 .

Définition 41.49 (Produit scalaire canonique sur Mn (R)). On munit Mn (R) du produit
scalaire canonique ⟨· | ·⟩ défini par :

⟨· | ·⟩ :

∣∣∣∣∣∣
Mn (R) × Mn (R) −→ R

(A,B) 7−→ tr
(
tAB

) .
La base canonique de Mn (R) est une base orthonormale de (Mn (R) , ⟨· | ·⟩).

Proposition 41.50. On munit Mn (R) de sa structure euclidienne canonique. Soit (A,B) ∈
Mn (R)2. Si A et B sont orthogonalement semblables, alors :

∥A∥ = ∥B∥ .

Proposition 41.51. On munit Mn (R) de sa structure euclidienne canonique. Alors :

Mn (R) = An(R)
⊥
⊕ Sn(R).

Proposition 41.52. exp (An(R)) = SOn(R).

Démonstration. Utiliser le théorème 39.62.

Lemme 41.53. ∀A ∈ An (R) , SpR(A) ⊂ {0}.

Remarque 41.54. Toute matrice non nulle de An(R) est non diagonalisable. De plus,
An(R) est de dimension maximale parmi les sous-espaces vectoriels de Mn (R) vérifiant
cette propriété.

Lemme 41.55. u ∈ A (E).
(i) Si F est un sous-espace vectoriel de E stable par u, alors F⊥ est stable par u, et les

induits respectifs uF et uF⊥ de u sur F et F⊥ sont antisymétriques.
(ii) Si E ̸= {0}, alors u admet un sous-espace stable de dimension 1 ou 2.

Notation 41.56. Pour α ∈ R, on note K(α) =
(

0 −α
α 0

)
∈ A2(R).

Théorème 41.57 (Théorème de réduction des endomorphismes antisymétriques). f ∈
A (E). Alors il existe β base orthonormale de E, s ∈ N, 0 < α1 ⩽ · · · ⩽ αs t.q.

Mβ(f) =


K (α1) 0 · · · 0

0 . . . . . . ...
... . . . K (αs) 0
0 · · · 0 0

 ∈ An(R).

De plus, s, α1, . . . , αs ainsi définis sont uniques.
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IX Déterminant de Gram

Définition 41.58 (Matrice de Gram). Pour (u1, . . . , up) ∈ Ep, on définit la matrice de
Gram de (u1, . . . , up) par :

G (u1, . . . , up) = (⟨ui | uj⟩)1⩽i⩽p
1⩽j⩽p

∈ Sp(R).

On définit de plus le déterminant de Gram de (u1, . . . , up) par :

γ (u1, . . . , up) = detG (u1, . . . , up) .

Lemme 41.59. (u1, . . . , up) ∈ Ep. Alors :

∀X ∈ Mp,1 (R) , tXG (u1, . . . , up)X =
∥∥∥∥∥
p∑
i=1

Xiui

∥∥∥∥∥
2

.

Proposition 41.60. (u1, . . . , up) ∈ Ep.
(i) G (u1, . . . , up) ∈ S +

p (R).
(ii) G (u1, . . . , up) ∈ S ++

p (R) ⇐⇒ (u1, . . . , up) est libre.
(iii) γ (u1, . . . , up) ⩾ 0, avec égalité ssi (u1, . . . , up) est liée.

Lemme 41.61. (u1, . . . , up) ∈ Ep, (v1, . . . , vq) ∈ Eq. On suppose qu’il existe P ∈ Mp,q (R)
t.q. ∀j ∈ J1, qK, vj =

∑p
i=1 Pijui. Alors :

G (v1, . . . , vq) = tPG (u1, . . . , up)P.

Lemme 41.62. (ε1, . . . , εm) ∈ Em un système orthonormal. On note F = Vect (ε1, . . . , εm).
Alors :

∀z ∈ E, d (z, F )2 = γ (ε1, . . . , εm, z) .

Proposition 41.63. (x1, . . . , xm) ∈ Em un système libre. On note F = Vect (x1, . . . , xm).
Alors :

∀z ∈ E, d (z, F ) =
√
γ (x1, . . . , xm, z)
γ (x1, . . . , xm) .
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Chapitre 42
Espaces Préhilbertiens Réels

Notation 42.1. Dans ce chapitre, (E, ⟨· | ·⟩) est un espace préhilbertien.

I Généralités

Proposition 42.2 (Inégalité de Cauchy-Schwarz).

∀ (x, y) ∈ E2, |⟨x | y⟩| ⩽ ∥x∥ · ∥y∥ .

Proposition 42.3 (Identité de polarisation).

∀ (x, y) ∈ E2, ⟨x | y⟩ = 1
4
(
∥x+ y∥2 − ∥x− y∥2

)
.

Proposition 42.4 (Identité du parallélogramme).

∀(x, y) ∈ E2, ∥x+ y∥2 + ∥x− y∥2 = 2
(
∥x∥2 + ∥y∥2

)
.

II Projection sur un compact convexe
Proposition 42.5. K un compact convexe non vide de E. Alors :

∀m ∈ E, ∃!k ∈ K, ∥m− k∥ = d (m,K) .

Notation 42.6. K un compact convexe non vide de E. On définit πK : E → K t.q.

∀m ∈ E, ∥m− πK(m)∥ = d(m,K).

Lemme 42.7. K un compact convexe non vide de E. Alors l’application m ∈ E 7−→
d(m,K) ∈ R+ est continue car 1-lipschitzienne.

Démonstration. Voir proposition 13.24.

Proposition 42.8. K un compact convexe non vide de E. Alors :

πK ∈ C0 (E,K) .

Démonstration. Voir proposition 14.32.
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Remarque 42.9. Si F est un fermé convexe non vide de E t.q. Vect(F ) est de dimension
finie, alors les résultats ci-dessus restent valables en remplaçant K par F .

Proposition 42.10. K un compact convexe non vide de E. a ∈ E. Alors πK(a) est
l’unique élément de K vérifiant :

∀q ∈ K, ⟨a− πK(a) | q − πK(a)⟩ ⩽ 0.

Proposition 42.11. K un compact convexe non vide de E. Alors πK est 1-lipschitzienne.

III Formes linéaires
Proposition 42.12. On considère :

Φ :
∣∣∣∣∣E −→ LC(E,R)
u 7−→ ⟨u | ·⟩

.

Alors Φ est injective et conserve la norme. Et Φ est surjective ssi E est de Banach.

Exemple 42.13. On se place dans E = C0 ([0, 1],R), muni du produit scalaire ⟨· | ·⟩ défini
par ∀(f, g) ∈ E2, ⟨f | g⟩ =

∫ 1
0 fg. Alors l’application

δ : f ∈ E 7−→ f(1) ∈ R

est linéaire mais pas continue.

Exemple 42.14. On se place dans E = C0 ([−1, 1],R), muni du produit scalaire ⟨· | ·⟩
défini par ∀(f, g) ∈ E2, ⟨f | g⟩ =

∫ 1
−1 fg. Alors l’application

α : f ∈ E 7−→
∫ 1

0
f ∈ R

est linéaire et continue, mais :

α ̸∈ {⟨u | ·⟩ , u ∈ E} .

IV Orthogonalité

Définition 42.15 (Vecteurs orthogonaux). (x, y) ∈ E2. S’équivalent :
(i) ⟨x | y⟩ = 0.
(ii) ∥x+ y∥2 = ∥x∥2 + ∥y∥2.

On dit alors que x et y sont orthogonaux, et on note x ⊥ y.

Définition 42.16 (Orthogonal d’une partie). A ⊂ E. On pose :

A⊥ = {x ∈ E, ∀a ∈ A, x ⊥ a} = {x ∈ E, Ker (⟨x | ·⟩) ⊃ A} .

Proposition 42.17.
(i) A ⊂ E. Alors A⊥ = Vect(A)⊥.

(ii) F un sous-espace vectoriel de E. Alors F⊥ = F
⊥.
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Proposition 42.18. F un sous-espace vectoriel de E. Alors :

F ⊂ F ⊂
(
F⊥
)⊥

.

Corollaire 42.19. F un sous-espace vectoriel de E. Si F =
(
F⊥
)⊥

, alors F est fermé.

Proposition 42.20. F un sous-espace vectoriel de E. Alors F ∩ F⊥ = {0}.

Exemple 42.21. On se place dans E = ℓ2 (N) (c.f. définition 4.5), muni du produit
scalaire ⟨· | ·⟩ défini par ∀(u, v) ∈ E2, ⟨u | v⟩ =

∑∞
n=0 unvn. Pour p ∈ N, on note ep =

(δnp)n∈N ∈ E. Et on pose :

F = Vect (ep, p ∈ N) = {u ∈ E, u stationne en 0} .

Alors :
F ⊊ F = E.

Exemple 42.22. On se place dans E = C0 ([−1, 1],R), muni du produit scalaire ⟨· | ·⟩
défini par ∀(f, g) ∈ E2, ⟨f | g⟩ =

∫ 1
−1 fg. On note :

F =
{
f ∈ E, f|[−1,0] = 0

}
.

Alors :
(i) F⊥ =

{
f ∈ E, f|[0,1] = 0

}
.

(ii) F et F⊥ sont fermés.
(iii) F ⊕ F⊥ = {f ∈ E, f(0) = 0} ⊊ E.
(iv) F ⊕ F⊥ n’est pas fermé.

V Projections orthogonales

Proposition 42.23. F un sous-espace vectoriel de E, x ∈ F ⊕ F⊥. Soit (p, q) ∈ F × F⊥

t.q. x = p+ q. Alors :
∥x− p∥ = d(x, F ).

Plus précisément : ∀f ∈ F\ {p} , ∥x− p∥ < ∥x− f∥.

Proposition 42.24. F un sous-espace vectoriel de E, x ∈ E. S’équivalent :
(i) x ∈ F ⊕ F⊥.
(ii) ∃p ∈ F, ∀f ∈ F, ∥x− p∥ ⩽ ∥x− f∥.

Exemple 42.25. (Ω, T ,P) un espace probabilisé. On suppose que :

∀A ∈ T \ {∅} , P(A) > 0.

On note M2 l’ensemble des variables aléatoires discrètes de (Ω, T ,P) dans (R,P (R)) ad-
mettant un moment d’ordre 2. On se place dans l’espace vectoriel M2, qu’on munit du
produit scalaire ⟨· | ·⟩ défini par :

∀ (X,Y ) ∈ (M2)2 , ⟨X | Y ⟩ = E (XY ) .

Alors :
∀X ∈ M2, V (X) = ∥X − E(X)∥2 = min

λ∈R
∥X − λ∥2 .
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Proposition 42.26. F un sous-espace vectoriel de E.
(i) Si E = F ⊕ F⊥, alors F est fermé.

(ii) Si E = F ⊕ F⊥, alors E = F⊥ ⊕
(
F⊥
)⊥

.

Proposition 42.27. F un sous-espace vectoriel de E. Si F est de dimension finie, alors :

E = F ⊕ F⊥.

Démonstration. Soit x ∈ E. Comme F est de dimension finie, montrer avec le corollaire
15.26 que d(x, F ) est réalisée puis conclure avec la proposition 42.24.

Définition 42.28 (Projection orthogonale). F un sous-espace vectoriel de E t.q. E =
F ⊕ F⊥. On appelle alors projection orthogonale sur F , et on note pF , la projection sur
F parallèlement à F⊥.

VI Familles orthonormales

Vocabulaire 42.29 (Famille orthogonale, orthonormale). u ∈ EI .
(i) On dit que la famille (ui)i∈I est orthogonale lorsque :

∀(i, j) ∈ I2, i ̸= j =⇒ ui ⊥ uj .

(ii) On dit que la famille (ui)i∈I est orthonormale lorsqu’elle est orthogonale et que
∀i ∈ I, ∥ui∥ = 1.

Proposition 42.30. Si E est de dimension infinie, alors E admet une famille orthonor-
male (εn)n∈N.

Démonstration. E étant de dimension infinie, soit (un)n∈N une famille libre de E. Pour
n ∈ N, on pose

(
ε

(n)
0 , . . . , ε

(n)
n

)
l’orthonormalisé de Gram-Schmidt de (u0, . . . , un) (dans

l’espace euclidien Vect (u0, . . . , un)). Notons que, pour (k, p, q) ∈ N3 avec p ⩾ k et q ⩾ k, on
a ε(p)

k = ε
(q)
k par unicité dans le procédé de Gram-Schmidt. Ainsi,

(
ε

(n)
n

)
n∈N

convient.

Proposition 42.31. On suppose que E est de dimension infinie, et on note (εn)n∈N une
famille orthonormale de E. On note Fn = Vect (ε0, . . . , εn), pour n ∈ N. Fn étant de
dimension finie, la projection orthogonale pFn est bien définie, et :

∀x ∈ E, pFn(x) =
n∑
k=0

⟨εk | x⟩ εk.

Proposition 42.32 (Inégalité de Bessel). On suppose que E est de dimension infinie, et
on note (εn)n∈N une famille orthonormale de E. Alors :

∀x ∈ E, ∀n ∈ N,
n∑
k=0

⟨εk | x⟩2 ⩽ ∥x∥2 .

Corollaire 42.33. On suppose que E est de dimension infinie, et on note (εn)n∈N une
famille orthonormale de E. Alors :

∀x ∈ E, ⟨εn | x⟩ −−−−−→
n→+∞

0.
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Proposition 42.34. On suppose que E est de dimension infinie, et on note (εn)n∈N une
famille orthonormale de E. On note Fn = Vect (ε0, . . . , εn), pour n ∈ N, et on pose :

G =
⋃
n∈N

Fn = Vect (εn, n ∈ N) .

Soit x ∈ E. S’équivalent :
(i) x ∈ G.
(ii) pFn(x) −−−−−→

n→+∞
x.

(iii) ∥x∥2 =
∑∞
n=0 ⟨εn | x⟩2.

Démonstration. (ii) ⇒ (i) Clair. (i) ⇒ (ii) Montrons premièrement que d (x, Fn) −−−−−→
n→+∞

d (x,G). Soit en effet ε > 0. Soit g ∈ G t.q. d (x,G) ⩽ ∥x− g∥ ⩽ d (x,G) + ε. Soit n0 ∈ N
t.q. g ∈ Fn0 . Alors g ∈

⋂
n⩾n0 Fn, donc ∀n ⩾ n0, d (x, Fn) ⩽ ∥x− g∥ ⩽ d (x,G) + ε, d’où :

∀n ⩾ n0, d (x,G) ⩽ d (x, Fn) ⩽ d (x,G) + ε.

Donc d (x, Fn) −−−−−→
n→+∞

d (x,G). Ainsi, comme x ∈ G :

∥x− pFn(x)∥ = d (x, Fn) −−−−−→
n→+∞

d (x,G) = 0.

(ii) ⇒ (iii) Clair avec la proposition 42.31. (iii) ⇒ (ii) On a :

∥x− pFn(x)∥2 = ∥x∥2 − ∥pFn(x)∥2 =
∞∑

k=n+1
⟨εk | x⟩2 −−−−−→

n→+∞
0.

Proposition 42.35 (Identité de Parseval). On suppose que E est de dimension infinie,
et on note (εn)n∈N une famille orthonormale de E. Alors :

∀x ∈ E,
∞∑
n=0

⟨εn | x⟩2 ⩽ ∥x∥2 ,

avec égalité ssi x ∈ Vect (εn, n ∈ N).

Proposition 42.36. On suppose que E est de dimension infinie, et on note (εn)n∈N une
famille orthonormale de E. Soit a ∈ RN.

(i) Si
∑
anεn converge, alors

∑
a2
n converge.

(ii) Si x =
∑∞
n=0 anεn, alors ∀n ∈ N, an = ⟨εn | x⟩.

Exemple 42.37. On se place dans E =
{
u ∈ RN, u stationne en 0

}
, muni du produit

scalaire ⟨· | ·⟩ défini par ∀(u, v) ∈ E2, ⟨u | v⟩ =
∑∞
n=0 unvn. Pour p ∈ N, on note ep =

(δnp)n∈N ∈ E. Alors
∑ 1

(n+1)2 converge mais
∑ en

n+1 diverge au sens de E.
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VII Espaces séparables et familles totales

Définition 42.38 (Espace séparable). On dit qu’un espace métrique (X, d) est séparable
lorsqu’il existe D ⊂ X dénombrable et dense dans X.
Proposition 42.39. Toute partie d’un espace métrique séparable est séparable.
Proposition 42.40. Tout K-espace vectoriel normé de dimension finie est séparable (avec
K = R ou C).
Proposition 42.41. Soit (F, ν) un K-espace vectoriel normé de dimension infinie (avec
K = R ou C). S’équivalent :

(i) (F, ν) est séparable.
(ii) Il existe une famille (un)n∈N t.q. F = Vect (un, n ∈ N).

Démonstration. (i) ⇒ (ii) Clair. (ii) ⇒ (i) On note ∆ une partie dénombrable et dense
de K (∆ = Q si K = R ; ∆ = Q[i] si K = C). Et on pose :

D =
⋃
n∈N

(∆u0 + · · · + ∆un) .

Montrer que D est dénombrable et dense dans F .
Proposition 42.42. Soit (F, ν) un K-espace vectoriel normé de dimension infinie (avec
K = R ou C). S’équivalent :

(i) (F, ν) est séparable.
(ii) Il existe une famille libre (en)n∈N t.q. F = Vect (en, n ∈ N).

Proposition 42.43. On suppose que E est de dimension infinie. S’équivalent :
(i) (E, ⟨· | ·⟩) est séparable.
(ii) Il existe une famille orthonormale (εn)n∈N t.q. E = Vect (εn, n ∈ N).

Proposition 42.44. On suppose que E est séparable et de dimension infinie. Soit (εn)n∈N
une famille orthonormale de E t.q. E = Vect (εn, n ∈ N). On considère :

Φ :
∣∣∣∣∣E −→ ℓ2 (N)
x 7−→ (⟨εn | x⟩)n∈N

(c.f. définition 4.5). Alors Φ est linéaire, injective et conserve le produit scalaire (donc la
norme).
Exemple 42.45. (a, b) ∈ R2, a < b. Alors C0 ([a, b] ,R) (muni de son produit scalaire
usuel) est séparable.
Démonstration. Selon la proposition 12.23,

(
C0 ([a, b] ,R) , ∥·∥∞

)
est séparable. En dé-

duire le résultat en utilisant le fait que ∥·∥∞ est plus fine que la norme hilbertienne
∥·∥2.
Vocabulaire 42.46 (Famille totale). On appelle famille totale de E toute famille (ui)i∈I
de vecteurs de E t.q.

E = Vect (ui, i ∈ I).
Exemple 42.47. (a, b) ∈ R2, a < b. Pour n ∈ N, on note γn : t ∈ [a, b] 7−→ tn ∈ R. Alors
la famille (γn)n∈N est totale dans C0 ([a, b] ,R) (muni de son produit scalaire usuel).
Proposition 42.48. (ui)i∈I une famille totale de E. On considère :

Ψ :
∣∣∣∣∣E −→ RI

x 7−→ (⟨ui | x⟩)i∈I
.

Ψ est linéaire et injective.
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VIII Polynômes orthogonaux
Notation 42.49. Dans ce paragraphe, I est un intervalle non trivial de R et w ∈
C0 (I,R∗

+
)

t.q. ∀n ∈ N, (t ∈ I 7−→ w(t)tn) est intégrable.

Notation 42.50. On pose :

Ew =
{
f ∈ C0 (I,R) , wf2 est intégrable

}
.

Proposition 42.51.
(i) Ew est un sous-espace vectoriel de C0 (I,R).
(ii) Ew ⊃ R[X] (on identifie R[X] à {(t ∈ I 7−→ P (t)) , P ∈ R[X]})

Notation 42.52. On munit Ew du produit scalaire ⟨· | ·⟩ défini par :

∀(f, g) ∈ (Ew)2 , ⟨f | g⟩ =
∫
I
wfg.

Notation 42.53. (Xn)n∈N est une famille libre de Ew, on note donc (Pn)n∈N son ortho-
gonalisé de Gram-Schmidt.

Proposition 42.54. (Pn)n∈N est l’unique suite de polynômes de R[X] vérifiant les trois
conditions suivantes :

(i) ∀n ∈ N, degPn = n.
(ii) ∀n ∈ N, Pn est unitaire.
(iii) ∀ (m,n) ∈ N2, m ̸= n =⇒ Pm ⊥ Pn.

Proposition 42.55. Si I = R et w est paire, alors pour tout n ∈ N, Pn a la parité de n.

Démonstration. Pour n ∈ N, on pose Qn = (−1)n Pn (−X). Utiliser la proposition 42.54
pour montrer que ∀n ∈ N, Qn = Pn.

Proposition 42.56. Si I est un segment, alors (Pn)n∈N est totale.

Démonstration. Utiliser le théorème 17.18 et le fait que ∥·∥∞ est plus fine que la norme
hilbertienne.

Proposition 42.57.

∀n ∈ N, ∃ (an, bn) ∈ R2, Pn+2 = (X − an)Pn+1 + bnPn.

Démonstration. Soit n ∈ N. On note H = Pn+2 −XPn+1. On a H ∈ Rn+1[X]. Et :

∀Q ∈ Rn−1[X], ⟨H | Q⟩ = ⟨Pn+2 | Q⟩ − ⟨XPn+1 | Q⟩ = − ⟨Pn+1 | XQ⟩ = 0,

car Pn+1 ∈ Rn[X]⊥. Ainsi, H ∈ Rn+1[X] ∩ Rn−1[X]⊥ = Vect (Pn, Pn+1).

Proposition 42.58. n ∈ N.
(i) Pn est simplement scindé.
(ii) Les racines de Pn sont dans I̊.
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Démonstration. On note inf I < ζ1 < · · · < ζs < sup I les racines distinctes de Pn de
multiplicité impaire dans I̊. Il existe donc T ∈ R[X]\{0} ne changeant pas de signe sur I̊
t.q.

Pn = T
s∏
i=1

(X − ζi) .

On note Π =
∏s
i=1 (X − ζi) et on suppose par l’absurde que Pn ̸= Π. Alors Π ∈ Rn−1[X] ⊂

Vect (Pn)⊥. Donc :
0 = ⟨Π | Pn⟩ = ⟨Π | TΠ⟩ =

∫
I
wTΠ2.

Or wTΠ2 ne change pas de signe sur I, et est C0, donc wTΠ2 = 0. C’est absurde. Donc
Pn = Π.

IX Séries de Fourier

Notation 42.59. On se place dans l’espace E = C0 ([0, π] ,R).
(i) On munit E du produit scalaire ⟨· | ·⟩ défini par :

∀(f, g) ∈ E2, ⟨f | g⟩ = 1
π

∫ π

0
fg.

On note ∥·∥2 la norme hilbertienne associée.
(ii) On munit E de la norme ∥·∥∞ définie par :

∀f ∈ E, ∥f∥∞ = sup
t∈[0,π]

|f(t)| .

Proposition 42.60.
∀f ∈ E, ∥f∥2 ⩽ ∥f∥∞ .

Ainsi, ∥·∥∞ est plus fine que ∥·∥2.

Notation 42.61. On note P = {(t ∈ [0, π] 7−→ P (t)) , P ∈ R[X]}.

Proposition 42.62. P est dense dans (E, ∥·∥∞), donc dans (E, ⟨· | ·⟩).

Notation 42.63. Pour n ∈ N, on note :

γn : t ∈ [0, π] 7−→ cos (nt) ∈ R.

Proposition 42.64. (γn)n∈N est une famille orthogonale de (E, ⟨· | ·⟩), et :

∀n ∈ N, ∥γn∥2 =

1 si n = 0
1√
2 si n > 0

.

Pour n ∈ N, on notera εn = γn

∥γn∥2
. Ainsi, (εn)n∈N est une famille orthonormale de

(E, ⟨· | ·⟩).

Lemme 42.65. On se place dans (E, ∥·∥∞).
(i) Vect (γn, n ∈ N) est une sous-algèbre de E.
(ii) Vect (γn, n ∈ N) est une sous-algèbre de E.
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Lemme 42.66. On se place dans (E, ∥·∥∞). On pose :

u : t ∈ [0, π] 7−→ t ∈ R.

Alors u ∈ Vect (γn, n ∈ N).

Démonstration. Notons que arccos est développable en série entière en 0 sur ]−1, 1[ tout
entier ; soit donc β ∈ RN t.q.

∀x ∈ ]−1, 1[ , arccosx =
∞∑
n=0

βnx
n.

Soit alors ε > 0. Comme arccos est UC0 sur [−1, 1], soit η > 0 t.q.

∀t ∈ [0, π] ,
∣∣∣∣arccos (cos t) − arccos

( cos t
1 + η

)∣∣∣∣ ⩽ ε

2 .

Comme ρ (
∑
βnz

n) ⩾ 1 > 1
1+η , soit N ∈ N t.q.

∀x ∈
[
− 1

1 + η
,

1
1 + η

]
,

∞∑
n=N+1

βn |x|n ⩽
ε

2 .

Alors :

∀t ∈ [0, π] ,
∣∣∣∣∣u(t) −

N∑
n=0

βn
γn1 (t)

(1 + η)n

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣arccos (cos t) − arccos
( cos t

1 + η

)
+

∞∑
n=N+1

βn

( cos t
1 + η

)n∣∣∣∣∣∣ ⩽ ε.

Or Vect (γn, n ∈ N) est une algèbre, donc ∀n ∈ N, γn1 ∈ Vect (γn, n ∈ N). Ainsi, u ∈
Vect (γn, n ∈ N).

Proposition 42.67. Vect (γn, n ∈ N) est dense dans (E, ∥·∥∞), donc dans (E, ⟨· | ·⟩).

Démonstration. On se place dans (E, ∥·∥∞). Avec les notations du lemme 42.66, on a
u ∈ Vect (γn, n ∈ N), donc comme Vect (γn, n ∈ N) est une sous-algèbre de E, P = R[u] ⊂
Vect (γn, n ∈ N). Ainsi E = P ⊂ Vect (γn, n ∈ N).

Corollaire 42.68. (εn)n∈N est une famille orthonormale totale de (E, ⟨· | ·⟩).

Application 42.69.

ζ(4) = π4

90 .

Démonstration. On pose u : t ∈ [0, π] 7−→ t ∈ R. Selon l’identité de Parseval (proposi-
tion 42.35), on a :

∥u∥2 =
∞∑
n=0

⟨εn | u⟩2 = ⟨γ0 | u⟩2 + 2
∞∑
n=1

⟨γn | u⟩2 .

Cette égalité fournit π2

3 = π2

4 + 2
∑∞
n=1

(
1
π · (−1)n−1

n2

)2
. Autrement dit :

∞∑
k=0

1
(2k + 1)4 = π4

96 .

On en déduit le résultat en écrivant ζ(4) =
∑∞
k=1

1
(2k)4 +

∑∞
k=0

1
(2k+1)4 = 1

16ζ(4) + π4

96 .
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Proposition 42.70. f ∈ E. On suppose que
∑

|⟨εn | f⟩| converge. Alors :

N∑
n=0

⟨εn | f⟩ εn
u−−−−−→

N→+∞
f.

Démonstration. Comme ∀n ∈ N∗, ∥εn∥∞ =
√

2, la série
∑

⟨εn | f⟩ εn converge norma-
lement donc uniformément vers ℓ ∈ E. Comme ∥·∥∞ est plus fine que ∥·∥2,

∑
⟨εn | f⟩ εn

converge vers ℓ au sens de ∥·∥2. Or
∑

⟨εn | f⟩ εn converge vers f au sens de ∥·∥2 car (εn)n∈N
est orthonormale et totale. Donc ℓ = f .

X Polynômes de Laguerre

Notation 42.71. On note w : t ∈ R+ 7−→ e−t ∈ R. On se place dans l’espace E ={
f ∈ C0 (R+,R) , wf2 est intégrable

}
, muni du produit scalaire ⟨· | ·⟩ défini par ∀ (f, g) ∈

E2, ⟨f | g⟩ =
∫∞

0 wfg.

Proposition 42.72. En identifiant R[X] à {(t ∈ I 7−→ P (t)) , P ∈ R[X]}, on a R[X] ⊂
E.

Définition 42.73 (Polynômes de Laguerre). Pour n ∈ N, on note :

Ln =
n∑
k=0

(
n

k

)
(−X)k

k! ∈ R[X].

Proposition 42.74.

∀n ∈ N, ∀x ∈ R+, Ln(x) = ex

n! (wXn)(n) (x).

Proposition 42.75. (Ln)n∈N est une famille orthonormale de E.

Démonstration. Soit (p, n) ∈ N2, p ⩽ n. En intégrant par parties p fois, on a :

⟨Xp | Ln⟩ = 1
n!

∫ ∞

0
tp (wXn)(n) (t) dt = 1

n! (−1)p
∫ ∞

0
p! (wXn)(n−p) (t) dt.

Si p < n, il vient ⟨Xp | Ln⟩ = 0. On en déduit Ln ∈ Rn−1[X]⊥, ce qui montre que (Ln)n∈N
est orthogonale. Pour p = n, on a :

⟨Xn | Ln⟩ = (−1)nn!.

On en déduit ∥Ln∥ = 1.

Proposition 42.76. R[X] = Vect (Ln, n ∈ N).

Notation 42.77. Pour α ∈ R, on note :

φα : t ∈ R+ 7−→ e−αt ∈ R.

Pour α ∈
]
−1

2 ,+∞
[
, on a φα ∈ E.

Lemme 42.78. ∀α ∈
]
−1

2 ,+∞
[
, φα ∈ R[X].
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Démonstration. Soit α ∈
]
−1

2 ,+∞
[
. Selon l’identité de Parseval (proposition 42.35), il

suffit de montrer que ∥φα∥2 =
∑∞
n=0 ⟨Ln | φα⟩2. On a ∥φα∥2 = 1

2α+1 . Et, en intégrant par
parties n fois :

∀n ∈ N, ⟨Ln | φα⟩ = 1
n!

∫ ∞

0
e−αt (wXn)(n) (t) dt

= 1
n! (−1)n

∫ ∞

0
(−α)n e−αte−ttn dt

= αn

n! · 1
(α+ 1)n+1

∫ ∞

0
une−u du = 1

α+ 1

(
α

α+ 1

)n
.

On en déduit le résultat.

Lemme 42.79. g ∈ E. Si g admet une limite finie en +∞, alors g ∈ Vect (φn, n ∈ N).

Démonstration. Soit ε > 0. On pose :

h :

∣∣∣∣∣∣∣∣
[0, 1] −→ R

s 7−→
{
g (− ln s) si s ∈ ]0, 1]
lim+∞ g si s = 0

.

h ∈ C0 ([0, 1] ,R) donc il existe P ∈ R[X] t.q. ∥h− P∥ ∞
[0,1]

⩽ ε. On pose alors ψ : t ∈

R+ 7−→ P
(
e−t) ∈ R. On a ψ ∈ Vect (φn, n ∈ N). Et :

∥g − ψ∥2
2 =

∫ ∞

0
e−t (g(t) − ψ(t))2 dt

=
∫ ∞

0
e−t

(
h
(
e−t
)

− P
(
e−t
))2

dt ⩽ ε2.

Proposition 42.80. R[X] ⊃ {g ∈ E, g admet une limite finie en +∞}.

268



Chapitre 43
Compléments sur la Différentielle

Notation 43.1. Dans ce chapitre, E et F sont deux R-espaces vectoriels de dimension
finie non nulle.

I Vecteurs tangents

Définition 43.2 (Vecteur tangent). S ⊂ E, ω ∈ S. On appelle vecteur tangent à S en ω
tout u ∈ E t.q. il existe r > 0 et γ : [−r,+r] → S dérivable t.q.

γ(0) = ω et γ′(0) = u.

L’ensemble des vecteurs tangents à S en ω est noté TS(ω).

Proposition 43.3. S ⊂ E, ω ∈ S. Alors :
(i) 0 ∈ TS(ω),
(ii) RTS(ω) = TS(ω).

Proposition 43.4. S ⊂ E, ω ∈ S. U ouvert de E contenant S, φ : U → F différentiable.
Alors :

Tφ(S) (φ(ω)) ⊃ dφ(ω) · TS(ω).

Démonstration. Soit u ∈ TS(ω). Soit r > 0, γ : [−r,+r] → S dérivable t.q. γ(0) = ω et
γ′(0) = u. On considère δ = φ ◦ γ. Alors δ ([−r,+r]) ⊂ φ (S), δ est dérivable, δ(0) = φ(ω)
et δ′(0) = dφ (γ(0)) · γ′(0) = dφ(ω) · u. Ainsi, (dφ(ω) · u) ∈ Tφ(S) (φ(ω)).

Corollaire 43.5. I intervalle non trivial de R, f : I → Rn dérivable, t ∈ I. Alors :

Tf(I) (f (t)) ⊃ Rf ′ (t) .

Exemple 43.6. On munit E d’un produit scalaire ⟨· | ·⟩, et on note ∥·∥ la norme eucli-
dienne associée. On note :

Σ = {x ∈ E, ∥x∥ = 1} .

Alors :
∀ω ∈ Σ, TΣ(ω) = {ω}⊥ .

269



CHAPITRE 43. COMPLÉMENTS SUR LA DIFFÉRENTIELLE

Démonstration. Soit ω ∈ Σ. (⊂) Soit u ∈ TΣ(ω). Soit r > 0 et γ : [−r,+r] → Σ dérivable
t.q. γ(0) = ω et γ′(0) = u. On a :

∀t ∈ [−r,+r] , ⟨γ(t) | γ(t)⟩ = 1 donc ∀t ∈ [−r,+r] , 2
〈
γ′(t) | γ(t)

〉
= 0.

En particulier, ⟨u | ω⟩ = ⟨γ′(0) | γ(0)⟩ = 0. (⊃) Soit u ∈ {ω}⊥. On peut supposer u ̸= 0 et
poser ε = u

∥u∥ . On considère alors :

γ :
∣∣∣∣∣[−1,+1] −→ Σ

θ 7−→ (cos θ)ω + (sin θ) ε
.

Alors γ est dérivable, γ(0) = ω et γ′(0) = ε. Donc u = ∥u∥ · ε ∈ TΣ(ω).

Exemple 43.7. On se place dans E = Mn (R). Alors :

∀P ∈ On(R), TOn(R)(P ) = PAn(R).

Démonstration. Soit P ∈ On(R). (⊂) Soit U ∈ TOn(R)(P ). Soit r > 0 et γ : [−r,+r] →
On(R) dérivable t.q. γ(0) = P et γ′(0) = U . On a ∀t ∈ [−r,+r] , tγ(t)γ(t) = In, donc
∀t ∈ [−r,+r] , tγ′(t)γ(t)+tγ(t)γ′(t) = 0. En particulier, tUP+tPU = 0, i.e. tPU = −t

(
tPU

)
.

Donc tPU ∈ An(R), d’où U ∈ PAn(R). (⊃) Soit A ∈ An(R). On considère :

γ :
∣∣∣∣∣[−1,+1] −→ On(R)

t 7−→ P exp (tA)
.

γ est bien définie selon la proposition 41.52. Et γ est dérivable, γ(0) = P et γ′(0) = PA.
Donc PA ∈ TOn(R)(P ).

II Extrema
Proposition 43.8. S ⊂ E, ω ∈ S. U ouvert de E contenant S, φ : U → R différentiable.
Si φ|S présente un maximum local en ω, alors :

∀u ∈ TS(ω), dφ(ω) · u = 0.

Application 43.9. On munit E d’un produit scalaire ⟨· | ·⟩, et on note ∥·∥ la norme
euclidienne associée. On note Σ = {x ∈ E, ∥x∥ = 1}. Soit U un ouvert de E contenant Σ,
soit φ : U → R différentiable. Σ étant un compact de E, soit ω ∈ Σ t.q.

φ(ω) = max
x∈Σ

φ(x).

Alors :
∇φ(ω) ∈ Vect(ω).

Corollaire 43.10. On munit E d’un produit scalaire ⟨· | ·⟩, et on note ∥·∥ la norme
euclidienne associée. On note Σ = {x ∈ E, ∥x∥ = 1}. Soit f ∈ L(E). Soit ω ∈ E t.q.

∥f(ω)∥2 = max
x∈Σ

∥f(x)∥2 .

Alors (f∗ ◦ f) (ω) ∈ Vect(ω), i.e. ω est un vecteur propre de (f∗ ◦ f).
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Exemple 43.11. (a, b) ∈ R2. On note :

∆a,b = {f ∈ C∞ ([0, 1] ,R) , f(0) = a et f(1) = b} .

Alors
inf

f∈∆a,b

∫ 1

0
f ′2

est atteint en une unique fonction de ∆a,b, qui est affine.

Démonstration. Unicité. Soit f ∈ ∆a,b réalisant le minimum (s’il existe). On note E =
∆0,0. On a :

∀g ∈ E, ∀t ∈ R, t2
∫ 1

0
g′2 + 2t

∫ 1

0
f ′g′ =

∫ 1

0
(f + tg)′2 −

∫ 1

0
f ′2 ⩾ 0.

Ainsi, ∀g ∈ E,
∫ 1

0 f
′g′ = 0. En intégrant par parties, il vient :

∀g ∈ E,

∫ 1

0
f ′′g = 0.

On suppose alors par l’absurde que f ′′ ̸= 0. Par continuité de f ′′, on peut supposer qu’il
existe 0 < u < v < 1 t.q. ∀t ∈ [u, v] , f ′′(t) > 0. On considère alors :

ψ : x ∈ R 7−→

e
− 1

x2 si x > 0
0 si x ⩽ 0

.

ψ est C∞ (c.f. exemple 22.21). On pose g : t ∈ [0, 1] 7−→ ψ (t− u)ψ (v − t). Alors g ∈ E et
∀t ∈ ]u, v[ , g(t) > 0. Ainsi 0 =

∫ 1
0 f

′′g =
∫ v
u f

′′g > 0. C’est absurde. Donc f ′′ = 0 et f est
affine. Donc :

∀t ∈ [0, 1], f(t) = (1 − t)a+ tb.

Existence. Montrer que f affine convient.

III Surfaces de niveau

Définition 43.12 (Surface de niveau). Ω un ouvert de E, f ∈ C1 (Ω,R). Pour α ∈ R, on
note :

Sα(f) = {ω ∈ Ω, f(ω) = α} .

Proposition 43.13. On munit E d’un produit scalaire ⟨· | ·⟩. Soit Ω un ouvert de E,
f ∈ C1 (Ω,R). Soit α ∈ R, ω ∈ Sα(f). Alors :

TSα(f)(ω) ⊂ {∇f(ω)}⊥ .

Exemple 43.14. On munit E d’un produit scalaire ⟨· | ·⟩, et on note ∥·∥ la norme eucli-
dienne associée. Soit f ∈ C1 (E,R) t.q.

∀ω ∈ E, ∥∇f(ω)∥ ⩾ 1.

Alors :
∃m ∈ Bf (0, 1), f(m) ⩾ f(0) + 1.
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Démonstration (Première méthode). Si f est C2, on admet qu’il existe un unique γ :
[0, 1] → E dérivable t.q.

γ(0) = 0 et ∀t ∈ [0, 1] , γ′(t) = ∇f (γ(t))
∥∇f (γ(t))∥ .

On a alors ∥γ(1)∥ =
∥∥∥∫ 1

0 γ
′(τ) dτ

∥∥∥ ⩽
∫ 1

0 ∥γ′(τ)∥ dτ = 1, donc γ(1) ∈ Bf (0, 1). Et on
montre que f (γ(1)) ⩾ f(0) + 1.

Démonstration (Deuxième méthode). On peut supposer que f(0) = 0. Soit n ∈ N∗.
Pour k ∈ J0, nK, on définit (xn0 , . . . , xnn) ∈ En par :

xn0 = 0 et ∀k ∈ J0, n− 1K, xnk+1 = xnk + 1
n

· ∇f (xnk)∥∥∇f (xnk)∥∥ .
On montre que ∀k ∈ J0, nK, xnk ∈ Bf

(
0, kn

)
. Ainsi, (xnn)n∈N∗ est à valeurs dans Bf (0, 1), qui

est compact. Donc il existe ℓ ∈ Bf (0, 1) et j une extraction t.q. xj(n)
j(n) −−−−−→

n→+∞
ℓ. Minorons

alors f (xnn). On a, pour n ∈ N∗ :

f (xnn) =
n−1∑
k=0

(
f
(
xnk+1

)
− f (xnk)

)
=

n−1∑
k=0

1
n

∫ 1

0

〈
∇f

(
xnk + t

n
· ∇f (xnk)∥∥∇f (xnk)∥∥

)
| ∇f (xnk)∥∥∇f (xnk)∥∥

〉
dt.

Soit ε > 0. Montrer qu’il existe η > 0 t.q.

∀ (u, v) ∈ Bf (0, 1)2, ∥u− v∥ ⩽ η =⇒
〈

∇f(v) | ∇f(u)
∥∇f(u)∥

〉
⩾ 1 − ε.

Soit alors N ∈ N∗ t.q. 1
N ⩽ η. Alors :

∀n ⩾ N, f (xnn) ⩾ 1 − ε.

Donc f (ℓ) = limn→+∞ f
(
x
j(n)
j(n)

)
⩾ 1.

IV Points critiques
Proposition 43.15. Ω un ouvert de E, f : Ω → F différentiable. Alors :

∀ω ∈ Ω, rg df(ω) ⩽ min (dimE,dimF ) .

Définition 43.16 (Point critique). Ω un ouvert de E, f : Ω → F différentiable. On dit
que ω ∈ Ω est un point critique de f lorsque :

rg df(ω) < min (dimE,dimF ) .

Exemple 43.17.
(i) Ω un ouvert de E, f : Ω → R différentiable. Alors ω ∈ Ω est un point critique de f

ssi df(ω) = 0.
(ii) I un intervalle ouvert de R, g : I → F dérivable. Alors t ∈ I est un point critique

de g ssi g′(t) = 0.
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Lemme 43.18. Soit A ∈ Mn (R) t.q. ∀H ∈ Mn (R) , tr (AH) = 0. Alors A = 0.
Exemple 43.19. p ∈ N∗. On considère :

φ :
∣∣∣∣∣Mn (R) −→ R

M 7−→ tr (Mp)
.

Alors :
(i) φ est différentiable sur Mn (R) et :

∀ (M,H) ∈ Mn (R)2 , dφ(M) ·H = p tr
(
Mp−1H

)
.

(ii) Les points critiques de φ sont les M ∈ Mn (R) t.q. Mp−1 = 0.

V Théorème d’injectivité locale

Théorème 43.20 (Théorème d’injectivité locale). Ω un ouvert de E, f ∈ C1 (Ω, E). Soit
ω ∈ Ω t.q. df(ω) ∈ GL(E) (i.e. ω n’est pas un point critique de f). Alors il existe V
ouvert de E t.q.

(i) ω ∈ V ⊂ Ω,
(ii) f|V est injective.

Démonstration. Première étape : df(ω) = idE . On munit E d’une norme ∥·∥ et on
munit L(E) de la norme d’opérateur |||·||| subordonnée à ∥·∥. Soit ρ > 0 t.q. Bo (ω, ρ) ⊂ Ω.
On a :

∀ (x, y) ∈ Bo (ω, ρ)2 , ∥(f(y) − f(x)) − (y − x)∥

=
∥∥∥∥∫ 1

0
[df ((1 − t)x+ ty) − idE ] · (y − x) dt

∥∥∥∥
⩽ ∥y − x∥

∫ 1

0
|||df ((1 − t)x+ ty) − idE ||| dt.

f étant C1, soit r ∈ ]0, ρ] t.q.

∀a ∈ Bo (ω, r) , |||df(a) − idE ||| ⩽ 1
2 .

On note V = Bo (ω, r). Alors :

∀ (x, y) ∈ V 2, ∥(f(y) − f(x)) − (y − x)∥ ⩽
1
2 ∥y − x∥ .

On en déduit que ∀ (x, y) ∈ V 2, ∥f(y) − f(x)∥ ⩾ 1
2 ∥y − x∥, donc f|V est injective.

Deuxième étape : df(ω) ∈ GL(E). On pose alors :

g = (df(ω))−1 ◦ f.

g ∈ C1 (Ω, E) et dg(ω) = idE . Selon la première étape, il existe V ouvert de E t.q.
ω ∈ V ⊂ Ω et g|V est injective. Ainsi, f|V = df(ω) ◦ g|V est injective.
Exemple 43.21. On considère :

f : x ∈ R 7−→


(
x+ x2) sin

(
1
x26

)
si x ̸= 0

0 si x = 0
.

Alors :
(i) f est dérivable sur R (mais pas C1 en 0).
(ii) ∀r > 0, f|[−r,+r] n’est pas injective.
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