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Questions de cours.
1. Enoncer et démontrer la formule de dérivation d’une composée de deux fonctions dérivables.
2. FEnoncer et démontrer le théoréme de Rolle.

3. Enoncer et démontrer la caractérisation des fonctions monotones parmi les fonctions dérivables.

1 Dérivation

Exercice 1.1 (x). Soit f : R — R une application dérivable strictement croissante et bijective. L’application
1 est-elle nécessairement dérivable ? Sinon, quelle hypothése supplémentaire faut-il ajouter ?

Exercice 1.2 (x). Etudier la régularité de :
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pour o € N.

Exercice 1.3 (x). Vrai ou faux ?
1. Une fonction dérivable strictement décroissante sur R a une dérivée strictement négative.
2. Si une fonction n’est pas dérivable en un point a, alors elle n’est pas continue en a.

3. Si une fonction f définie sur R présente un extremum local en un point a t.q. f est dérivable en a,
alors f'(a) = 0.

4. Une fonction dérivable sur un segment est lipschitzienne.

Exercice 1.4 (x). Par application du théoréme des accroissements finis d In sur [n,n + 1], montrer que la

suite (ZZ:1 %>n€N* tend vers 400 et donner une estimation du comportement asymptotique de cette suite.

Exercice 1.5 (x). Soit f:[0,1] = R continue sur [0,1] et dérivable en 0 t.q. f(0) = 0. Montrer ’existence
de k € Ry t.q. Vx €[0,1], |f(z)] < kz.

Exercice 1.6 (x). Soit f: R% — R dérivable. On suppose que f’ est décroissante.
1. Montrer que Vz € |1,+o00[, f(z+1)— f(x) < f'(x) < f(x) — f(z—1).

. Montrer que si f a une limite finie en +oo alors f'(x) T> 0.
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3. La réciprogque du 2. est-elle vraie ¢
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. Le 2. reste-t-il vrai sans Uhypothése f' décroissante ?

Exercice 1.7 (x). Soit f :Ja,b[— R une fonction n fois dérivable et s’annulant en (n + 1) points de |a,b].
Montrer que f™ s’annule sur a, b|.

Exercice 1.8 (x). Soit f: Ry — R continue et dérivable t.q. lim o f = f(0). Montrer qu’il existe c € RY.
t.q. f'(c)=0.

Exercice 1.9 (x). Soit f : R — R dérivable t.q. ff' > 0. Montrer que f=! (R*) est un intervalle.
Exercice 1.10 (x). On considére :
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1. Tracer (sommairement) la courbe représentative de f.



2. Montrer que pour tout n € N, il existe une fonction polynomiale P, : R — R et un a, € N t.q.

Vr € R, f(”)(x) =

3. En déduire que [ est C*° sur R.

Exercice 1.11 (x). Soit f : [a,b] — R une fonction C2. Montrer I’existence de c €]a,b| t.q.
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Exercice 1.12 (x). Soit f : R — R dérivable t.q. f>+ (1 + f’)2 < 1. Montrer que f = 0.

Exercice 1.13 (x). Soit f : Ry — R% une fonction deux fois dérivable t.q. il existe « € RY t.q. af < f".

1. Montrer que f' a une limite en +oo et déterminer cette limite.

2. Montrer que f est décroissante et que limi f = 0.
3. Soitg:x € Ry — af?(z) — f’Q(x). Montrer que g est croissante et que lim, g = 0.
4. En posant h: x € Ry — f(x)exp (y/ax), montrer que Vr € Ry, f(x) < f(0)exp (—y/ax).

Exercice 1.14 (). Déterminer les fonctions f : R — R de classe C? et vérifiant :

Vz € R, f(z)f'(z)f"(z) =0.

Exercice 1.15 (Théoreme de Darboux, *). Soit I un intervalle et f : I — R une fonction dérivable. On
cherche a montrer que pour tout intervalle J C I, f'(J) est un intervalle.

1. Sous Uhypothése f C', de quel théoréme découle le résultat ?

2. Montrer le résultat dans le cas général.
Exercice 1.16 (x). Soit I un intervalle de R, f: I — R une fonction dérivable. Montrer I’équivalence des
propriétés suivantes :

(i) f est strictement croissante sur I.

(ii) L’ensemble {x € I, f'(x) > 0} est dense dans I.
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