
ガロア理論の基本定理

吉田 輝義

0.0 準備

(a) 集合と写像・体・群 ここでは集合論の公理には立ち入らないが，集合X とは「xがX の
元である（x ∈ X と書く）」か否かが定まっているような概念であり，普通は自然数の集合から
（あるいは元を持たない空集合から）出発していくつかの公理に基づいて構成されるものである．
例えば自然数 1, 2, . . . , nのみを元にもつ集合を {1, 2, . . . , n}と表す．集合X,Y に対し，任意の
y ∈ Y に対し y ∈ X であるとき Y はX の部分集合であるといい Y ⊂ X と書く．Y ⊂ X かつ
X ⊂ Y のときX = Y と定める．集合 Λの各元 λ ∈ Λに対してX の部分集合 Yλが定まってい
て，任意の x ∈ X はただ一つの λ ∈ Λに対して x ∈ Yλとなっているとき，X は Yλの直和であ
るという．

集合X,Y に対し，任意の x ∈ X にある τ(x) ∈ Y を対応させる規則を写像 τ : X → Y とい
う．集合X に対し恒等写像 idX : X → X が任意の x ∈ X に対し idX(x) = xで定義され，X
の部分集合 Y に対し包含写像 ι : Y → X が任意の y ∈ Y に対し ι(y) = yで定義される．写像
τ : X → Y と Z ⊂ X に対し，x ∈ Z に対する τ(x)からなる Y の部分集合 τ(Z)が定まる．二
つの写像 τ : X → Y と σ : Y → Z の合成 στ : X → Z は στ(x) = σ(τ(x))で定義される．写像
τ : X → Y と σ : Y → Xに対し στ = idX かつ τσ = idY であるとき σ, τ は互いに逆写像である
という．このとき x = σ(y)は τ(x) = yをみたす唯一の xだから，σは τ によって唯一つに定ま
るので σ = τ−1と表す．逆写像が存在するとき τ は可逆であるといい，このとき τ−1も可逆で
(τ−1)−1 = τ である．2つの可逆写像の合成は可逆である．τ : X → Y が可逆ならば Y = τ(X)

である．包含写像 ι : Y → X が可逆ならば Y = X である．

自然数 nに対し，集合X から {1, 2, . . . , n}への可逆写像が存在するとき，X は有限でその元
の個数は nであるといい，|X| = nと表す．n ̸= n′ならば {1, 2, . . . , n}と {1, 2, . . . , n′}の間に
は可逆写像は存在しないから，元の個数は存在すれば唯一に定まる．有限集合X がXλの直和
であれば，|X|は各 λに対する |Xλ|の和である．Y ⊂ X かつ |X| 5 |Y |ならば Y = X である．

集合 X に対して，任意の 2 つの元 x, y ∈ X に対し x + y, xy ∈ X を対応させる規則（加
法・乗法）が定まっていて，(i) 相異なる 2つの元 0, 1 ∈ X が存在し，任意の x ∈ X に対し
0+ x = x, 1x = x，(ii) 任意の x, y, z ∈ Xに対し (x+ y) + z = x+ (y+ z), x(yz) = (xy)z（結
合法則），x+ y = y + x, xy = yx（交換法則），x(y + z) = xy + xz（分配法則），(iii) 任意の
x ∈ Xに対し−xが存在して x+ (−x) = 0，(iv) 任意の x ̸= 0に対し x−1が存在して xx−1 = 1，
という条件をみたすとき，Xを体という．このとき 0, 1はそれぞれ唯一つに定まり，また任意の
x ∈ X に対し−x, x−1も唯一つに定まる．体X の部分集合 Y が，(i) 0, 1 ∈ Y , (ii) x, y ∈ Y な
らば x+ y, x− y, xy ∈ Y，(iii) x ∈ Y かつ x ̸= 0ならば x−1 ∈ Y，という条件をみたすとき，Y
はXの加法・乗法によって体となり，Y はXの部分体であるという．2つの体X,Y の間の写像
τ : X → Y は，(i) τ(0) = 0, τ(1) = 1, (ii) τ(x+ y) = τ(x) + τ(y), τ(xy) = τ(x)τ(y)をみたす
とき体の射であるといい，このとき τ(X)は Y の部分体であり，x ∈ X に対し τ(x) = 0ならば
x = 0である（x ̸= 0ならば 1 = τ(1) = τ(xx−1) = 0 · τ(x−1) = 0となり矛盾）．体の射が可逆
ならば，逆写像も体の射である．体Xの部分体 Y に対し，包含写像 ι : Y → Xは体の射である．
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集合 X に対して，任意の 2つの元 σ, τ ∈ X に対して στ ∈ X を対応させる規則（合成）が
定まっていて，(i) ある元 e ∈ X が存在して，任意の σ ∈ X に対し eσ = σe = σ，(ii) 任意
の ρ, σ, τ ∈ X に対し ρ(στ) = (ρσ)τ（結合法則），(iii) 任意の σ ∈ X に対し σ−1 が存在して
σσ−1 = σ−1σ = e，という 3つの条件をみたすとき，Xを群という．このとき eは唯一つに定ま
り，また任意の σ ∈ Xに対し σ−1も唯一つに定まる．群Xの部分集合 Y が，(i) e ∈ Y，(ii) 任
意の σ, τ ∈ Y に対し στ, σ−1 ∈ Y をみたすならば，Y はX の合成によって群となる．このとき
Y はX の部分群であるという．

(b) 線型代数 体K と集合X に対して，任意の x, y ∈ X に対し x+ y ∈ X を対応させる規則
（加法）および任意の a ∈ Kとx ∈ Xに対し ax ∈ Xを対応させる規則（Kの作用）が定まってい
て，(i) ある元 0 ∈ Xが存在し，任意の x ∈ Xに対し 0+x = x, 1x = x，(ii) 任意の x, y, z ∈ X

と a, b ∈ Kに対し (x+ y)+ z = x+(y+ z), a(bx) = (ab)x（結合法則），x+ y = y+x（交換法
則），a(x+ y) = ax+ ay, (a+ b)x = ax+ bx（分配法則），(iii) 任意の x ∈ Xに対し−xが存在
し x+ (−x) = 0，という三つの条件をみたすとき，X をKベクトル空間という．このとき 0は
唯一つに定まり，任意の x ∈ X に対し−xも唯一つに定まり，0x = 0, (−a)x = −(ax)が従う．

S を K ベクトル空間 X の部分集合とする．a1, . . . , an ∈ K および x1, . . . , xn ∈ S に対し
a1x1 + · · · + anxnの形の表示を S のK 線型結合といい，すべての aiが 0であるものを自明な
K 線型結合という．SのK 線型結合のうち 0 ∈ X に等しいのは自明なもののみであるとき，S
はK線型独立であるという．X の任意の元が SのK線型結合で表せるとき SはX の生成系で
あるといい，K 線型独立な生成系をX のK 上の基底という．S が基底ならばX の任意の元は
SのK線型結合で一意的に表される．有限な生成系 Sが存在するときXは有限生成であるとい
う．このとき Sの部分集合 T で，生成系だがどの元を除いても生成系でなくなるものをとれば，
T はX の基底である．

定理. X が有限生成ならば任意の基底の元の個数は等しい．この個数 nをX の次元という．S
をX のK 線型独立な部分集合とすると |S| 5 nであり，|S| = nならば Sは基底である．

逆に自然数 nが存在してX の任意のK 線型独立な部分集合 S に対し |S| 5 nであるならば，
他のどの元を加えても線型独立でなくなるような SをとればX の生成系であるから，X は有限
生成である．このとき定理より次元は n以下である．

例. Kは {1}を基底とする 1次元Kベクトル空間である．正の整数 nに対し，Kの元の n個組
(a1, . . . , an)の全体のなす集合Knを考える．aiを (a1, . . . , an)の第 i成分という．Knに成分ごとの
加法・成分ごとのKの乗法によるKの作用を定義すると，KnはKベクトル空間になる．第 i成分
のみが 1でその他の成分がすべて 0である元を ei ∈ Knと表すと，(a1, . . . , an) = a1e1+· · ·+anen
と一意的に表され，{e1, . . . , en}はKnの基底であるから，Knの次元は nである．

2つの K ベクトル空間 X,Y の間の写像 τ : X → Y は，任意の x, y ∈ X と a ∈ K に対し
τ(x+ y) = τ(x) + τ(y), τ(ax) = aτ(x)をみたすときK 線型であるという．このとき τ(0) = 0

である．K線型写像が可逆ならば逆写像もK線型である．K線型写像 τ : X → Y は，τ(x) = 0

となる x ∈ Xが x = 0に限るとき単射であるという．単射によってK線型独立な集合はK線型
独立な集合に写る．よって，X,Y の次元がそれぞれ n,mで単射 τ : X → Y が存在すれば n 5 m

である．n = mであれば，任意の単射X → Y は定理より基底を基底に写すから可逆である．
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0.1 拡大

定義. K を体とする． 体 F と射 τ : K → F の組をK の拡大と呼び，Fτ と表す．

(a) 射・群 （以下現れる (Fτ , F
′
τ ′), (Fτ )は普通Hom(Fτ , F

′
τ ′),Aut(Fτ )などと書かれる．）

定義. Kの拡大 Fτ , F
′
τ ′ に対し，Fτ から F ′

τ ′ への射とは，体の射 ρ : F → F ′であって ρτ = τ ′を
みたすもののことである．Fτ から F ′

τ ′ への射の全体のなす集合を (Fτ , F
′
τ ′)で表す．

F
ρ // F ′

K

τ

``@@@@@@@@ τ ′

>>}}}}}}}}

射 ρ ∈ (Fτ , F
′
τ ′)が可逆ならば，ρτ = τ ′から τ = ρ−1ρτ = ρ−1τ ′であるから ρ−1 ∈ (F ′

τ ′ , Fτ )で
ある．拡大 Fτ に対し，(Fτ , Fτ )の可逆な射たちのなす部分集合を (Fτ )で表す．id ∈ (Fτ )であ
り，また ρ, ρ′ ∈ (Fτ )に対して ρρ′, ρ−1 ∈ (Fτ )だから，(Fτ )は射の合成に関して群をなす．

(b) 次数 Fτ をKの拡大とするとき，F にKの τ による作用（Kの元 xを τ(x)倍で作用させ
る）を定めると，F はK ベクトル空間となる．拡大の間の射は単射のK 線型写像になる．

定義. 拡大 Fτ は，τ による作用で F が有限生成Kベクトル空間となるとき有限拡大といい，そ
の次元を Fτ の次数といって [Fτ ]で表す．次数が 1ならば τ は可逆だから F = τ(K)である．

射 ρ ∈ (Fτ , F
′
τ ′)は単射のK 線型写像だから，Fτ , F

′
τ ′ が有限拡大で [Fτ ] = [F ′

τ ′ ]であれば可逆
である．とくに有限拡大 Fτ に対し (Fτ ) = (Fτ , Fτ )である．

(c) ガロア拡大の定義

命題 1. （デデキント） Kの拡大 Fτ , F
′
τ ′ に対し，Fτ が有限拡大ならば |(Fτ , F

′
τ ′)| 5 [Fτ ]．とく

に |(Fτ )| 5 [Fτ ]．

証明. 一般に有限生成Kベクトル空間V とKの拡大Fτに対して，V からF へのK線型写像全体
のなす集合をHomK(V, F )で表す．これに加法とFの作用を (ρ+ρ′)(x) = ρ(x)+ρ′(x), (aρ)(x) =

aρ(x)で定めればF ベクトル空間になる．また {e1, . . . , en}がV の基底ならば，ρi ∈ HomK(V, F )

を ρi(a1e1 + · · ·+ anen) = τ(ai)で定めれば任意の ρは ρ = ρ(e1)ρ1 + · · ·+ ρ(en)ρnと一意的に
表されるから {ρ1, . . . , ρn}はHomK(V, F )の基底である．そこで，(Fτ , F

′
τ ′)がHomK(F, F ′)の

部分集合として F ′線型独立であることを示せば定理より命題が従う．

(Fτ , F
′
τ ′) = {ρ1, ρ2, . . .}とし，{ρ1, . . . , ρk}が F ′線型独立なことを kに関する帰納法で示す．

a1ρ1 + · · ·+ akρk = 0 (*)を F ′線型結合とする．k = 1なら ρ1 ̸= 0だからよい．任意の x, y ∈ F

に対し a1ρ1(xy) + · · ·+ akρk(xy) = 0だから，写像として a1ρ1(x)ρ1 + · · ·+ akρk(x)ρk = 0．(*)

の ρk(x)倍を引いて，a1
(
ρ1(x)− ρk(x)

)
ρ1 + · · ·+ ak−1

(
ρk−1(x)− ρk(x)

)
ρk−1 = 0．よって帰納

法の仮定より係数はすべて 0で，xは任意だから ai(ρi − ρk) = 0を得るが，ai ̸= 0とすると a−1
i

をかけて ρi ̸= ρkに矛盾するから ai = 0 (1 ≤ i ≤ k − 1)．よって k = 1の場合より akも 0．

定義. 有限拡大 Fτ は，|(Fτ )| = [Fτ ]のときガロア拡大という．
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(d) ガロア拡大の構成

定義. Kの拡大 Fτ に対し，Lを τ(K)を含む F の部分体とする．τ をKから Lへの射と考えた
K の拡大 Lτ を Fτ の部分拡大といい，包含写像 ι : L→ F で定まる拡大 Fιを F/Lで表す．

一般に (Fτ ) = (F/τ(K))であり，Fτ が有限拡大ならば [Fτ ] = [F/τ(K)]．また Gを (Fτ )の
部分群とすると，Gの任意の元の作用で動かないような F の元全体のなす F の部分集合 FG =

{任意のρ ∈ Gに対しρ(x) = xなる x ∈ F }は各 ρが体の射だから F の部分体となり，τ(K)を
含むから，部分拡大 FG

τ が定まる．定義より直ちにG ⊂ (F/FG)．

命題 2. （アルティン） (Fτ )の有限な部分群Gに対し，F/FGはガロア拡大でG = (F/FG).

証明. G = {ρ1, . . . , ρn} (ρ1 = id)とし，x ∈ F に対して ρ(x) = (ρ1(x), . . . , ρn(x)) ∈ Fnと書く．
ρ ∈ Gと x = (x1, . . . , xn) ∈ Fnに対し ρ(x) = (ρ(x1), . . . , ρ(xn))と定めると ρ(ax) = ρ(a)ρ(x)

であり，ρ(ρ(x))は ρ(x)の成分の順序を置換したものになるから，a1ρ(x1) + · · ·+ akρ(xk) = 0

(*)ならば ρ(a1)ρ(x1) + · · ·+ ρ(ak)ρ(xk) = 0 (†)．
L = FG とおく．F の任意の L 線型独立な部分集合 {x1, . . . , xk} に対して Fn の部分集合

{ρ(x1), . . . ,ρ(xk)}が F 線型独立なこと（従って k 5 n）を kに関する帰納法で示す．(*)を F

線型結合とする．k = 1なら ρ(x1) ̸= 0だからよい．まず ak ̸= 0と仮定する．すべての ai を
ai/ak で置き換えて ak = 1としてよい．すると任意の ρ ∈ Gに対し ρ(ak) = 1だから，(*)か
ら (†)を引いて

(
a1 − ρ(a1)

)
ρ(x1) + · · ·+

(
ak−1 − ρ(ak−1)

)
ρ(xk−1) = 0．よって帰納法の仮定よ

り係数はすべて 0で，ρは任意だから ai ∈ L (1 ≤ i ≤ k − 1)．ここで (*)の第 1成分を見ると
a1x1+ · · ·+akxk = 0で，{x1, . . . , xk}がL線型独立かつ ak = 1だったから矛盾．従って ak = 0

だから，帰納法の仮定より aiはすべて 0．よってF/Lは有限拡大で定理より [F/L] 5 n = |G|．一
方G ⊂ (F/L)と命題 1より |G| 5 (F/L) 5 [F/L]なので，|(F/L)| = [F/L]かつG = (F/L)．

0.2 拡大の塔

Lτ がK の拡大，Fσ が Lの拡大ならば，στ : K → F は拡大 Fστ を定める．これを拡大の塔
Lτ , Fσ という： K

τ // L
σ // F ．Lτ が Fτ の部分拡大ならば Lτ , F/Lは拡大の塔である．

(a) 塔と射・群 Kの任意の拡大 F ′
τ ′ と ρ ∈ (Fστ , F

′
τ ′)に対して σ′ = ρσ : L→ F ′とおくとLの

拡大F ′
σ′が得られ，ρ ∈ (Fσ, F

′
σ′)．またσ′τ = ρστ = τ ′だからσ′ ∈ (Lτ , F

′
τ ′)．逆にσ′ ∈ (Lτ , F

′
τ ′)

かつ ρ ∈ (Fσ, F
′
σ′)であれば，ρστ = σ′τ = τ ′より ρ ∈ (Fστ , F

′
τ ′)．以上により次が示された：

補題 a. 塔Lτ , FσとKの任意の拡大F ′
τ ′に対し，(Fστ , F

′
τ ′)は各σ′ ∈ (Lτ , F

′
τ ′)に対する (Fσ, F

′
σ′)

の直和である．とくに F ′
τ ′ = Fστ を考えれば，(Fσ)は (Fστ )の部分群である.

F
ρ // F ′

L

σ

ffMMMMMMMMMMMMM

σ′
88ppppppppppppp

K

τ

OOστ

^^<<<<<<<<<<<<<<<<<

τ ′

@@�����������������
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(b) 塔と次数・ガロア拡大の特徴づけ

補題 b. 塔 Lτ , Fσ に対し，Fστ：有限拡大 ⇐⇒ Lτ , Fσ：有限拡大．このとき [Fστ ] = [Fσ][Lτ ].

証明. (⇒)：定理およびその直後の注意による（S ⊂ LがK 線形独立なら σ(S) ⊂ F もK 線形
独立；L線形独立な S ⊂ F はK 線形独立）．(⇐)：{ai}を F の L上の基底，{bj}を LのK 上
の基底とする．任意の F の元は {ai}の L線形結合で表して各係数を {bj}のK 線形結合で表せ
ば {aiσ(bj)}のK 線形結合で一意的に表されるから，{aiσ(bj)}は F のK 上の基底である.

命題 3. 有限拡大 Fτ に対しG = (Fτ )とおくと，Fτ：ガロア拡大 ⇐⇒ FG = τ(K).

証明. (⇒)：L = FGとおくとLτ , F/Lは塔だから補題 bより [Fτ ] = [F/L][Lτ ]．一方G ⊂ (F/L)

と命題 1より [Fτ ] = |G| 5 |(F/L)| 5 [F/L]だから [Lτ ] = 1，よって L = τ(K)．

(⇐)：命題 2より F/τ(K)はガロア拡大だから，|(Fτ )| = |(F/τ(K))| = [F/τ(K)] = [Fτ ]．

(c) 塔とガロア拡大

補題 c. 有限拡大の塔 Lτ , Fσ に対し，Fστ がガロア拡大ならば，Fσ もガロア拡大である．

証明. 補題bより |(Fστ )| = [Fστ ] = [Fσ][Lτ ]．一方補題 aをF ′
τ ′ = Fστに適用すると，|(Fστ )|は各

σ′ ∈ (Lτ , Fστ )に対する |(Fσ, Fσ′)|の和で，これが [Fσ][Lτ ]となるには，命題 1より |(Lτ , Fστ )| =
[Lτ ]かつすべての σ′で |(Fσ, Fσ′)| = [Fσ]が必要である．とくに σ′ = σとして |(Fσ)| = [Fσ]．

(d) 基本定理

基本定理. ガロア拡大 Fτ の部分拡大全体のなす集合をXとし，(Fτ )の部分群全体のなす集合を
Y とすれば，次は互いに逆写像である（ϕは補題 aの後半により定まる）：

ϕ : X ∋ Lτ 7−→ (F/L) ∈ Y, ψ : Y ∋ G 7−→ FG
τ ∈ X.

証明. ψϕ = idX は補題 cと命題 3(⇒)より従う．ϕψ = idY は命題 2である．

命題 1

wwppppppppppp

�� &&LLLLLLLLLL 補題 b

xxrrrrrrrrrr

��

補題 a

zzuuuuuuuuu

命題 2

��

命題 3(⇒)

��

補題 c

xxrrrrrrrrrr

ϕψ = idY ψϕ = idX
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