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概 要
主に Iwasawa [3]に従って Lubin-Tate理論を紹介する．

1 序論

本稿では，主に Iwasawa [3]の III-VI章に従い，局所類体論の一部である次の定理を証明する：

定理 1.1（定理 5.9）局所体K に対し，K のあるAbel 拡大体KLTが存在し，次の性質で特徴づ

けられる単射準同形 ArtK : K× → Gal(KLT/K)が唯一つ定まる：

(i) K の任意の素元 πに対し，ArtK(π)|Kur = FrobK．

(ii) KLT に含まれる任意の有限次完全分岐拡大K ′/K に対し，ArtK(NK′/K(K ′×))|K′ = id．

さらに，ArtK の像はWLT
K := {σ ∈ Gal(KLT/K) | σ|Kur ∈ FrobZK}である．

予備知識としては，Galois理論（円分拡大・有限体・無限次拡大を含む）および 7節にまとめ
た基礎的な可換環論のみを仮定する．3節では素元を一つ固定して Lubin-Tate拡大・Artin写像
を構成する．これはQp上の円分拡大の直接の拡張である．4節では，前節の構成が素元に依らな
いことを示す．5節ではノルム作用素を用いてノルム群（ノルム写像の像）を計算し，これによっ
て分岐拡大に対する base change（定理 5.8）を証明する．
本稿では，とくに断らなければ環といえば単位元をもつ可換環を指す．環Aに対し，A×でその

単元群（単元のなす乗法群）を表す．体 F に対しては普通，その代数的閉包 F を固定して F の代

数拡大は F の部分体と考える．体の有限次拡大 F ′/F に対してノルム写像をNF ′/F : F ′× → F×

で表す．本稿で現れる体はすべて完全体である．F の標数で割れない n ≥ 1に対しXn−1の F 上

の分解体を F (µn)で表し（円分拡大），これは Galois群が自然に (Z/(n))×に単射で入るような
Abel拡大になる．µnでXn−1の根の全体を表す．Fqで元の個数が q個の有限体を表す．各 f ≥ 1
に対して Fqf = Fq(µqf−1)である．Ẑ := lim←−

n

Z/(n)で n | n′ に対する標準全射 Z/(n′) → Z/(n)

に関する逆極限（Zの副有限完備化）を表すと，Gal(Fq/Fq)は，q 乗 Frobenius写像 x 7→ xq を

1に写す写像により Ẑに同形である．
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2 局所体・形式群則

2.1 局所体（7節参照）

pを素数とし，Zp := lim←−
m

Z/(pm)を p進整数環とする．これは (p)を極大イデアルとするCDVR

（完備離散付値環）である．Zpの商体がQp（p進体）である．本稿では，局所体とはQpの有限次

拡大を指す（本稿を通して，素数 pは動かない）．局所体Kに対し，ZpのKでの整閉包をOK で

表し，Kの整数環という．これはまたCDVRとなり（命題 7.1(i)），その極大イデアルを p := pK

で表す．k := OK/pをK の剰余体という．kはQpの剰余体 Fpの有限次拡大だから，k ∼= Fq （q

は pのべき）．pの生成元をK の素元という．素元 πを一つ固定するたびに，Abel群の同形：

O×K × Z 3 (u, b)
∼=7−→ u · πb ∈ K×

が定まる．第二射影（付値）vK : K× → Zは πの選び方に依らず，OK = {x ∈ K | vK(x) ≥ 0}．
K ′/K を局所体の有限次拡大とする．OK′ は OK のK ′ での整閉包であり，K ′ の剰余体 k′ は

kの有限次拡大である．K ′/K の分岐指数 e = e(K ′/K)，剰余次数 f = f(K ′/K)を次で定める：

pOK′ = pe
K′ , [k′ : k] = f

このとき，(1) [K ′ : K] = ef，(2) vK′(x) = evK(x) (∀x ∈ K)，(3) vK(NK′/K(x)) = fvK′(x) (∀x ∈
K ′×)．e = 1のとき K ′/K を不分岐拡大，f = 1のとき K ′/K を完全分岐拡大という．さらに

K ′′/K ′を有限次拡大とすると，e(K ′′/K) = e(K ′′/K ′)e(K ′/K), f(K ′′/K) = f(K ′′/K ′)f(K ′/K)
である．従って，K ′/K が不分岐でK ′′/K が完全分岐ならばK ′ ∩K ′′/K は不分岐かつ完全分岐，

すなわちK ′ ∩K ′′ = K である．

局所体の不分岐拡大は，次の補題（証明は 7節）から完全に分かる：

補題 2.1（Henselの補題）(p, n) = 1なる n ≥ 1に対し，µn ⊂ k ⇐⇒ µn ⊂ K.

各 f ≥ 1に対してKf := K(µqf−1)とおくとKf/Kは不分岐（命題 7.2）で，剰余体を kf とお

くと上の補題より Fqf ⊂ kf．同形 Gal(Kf/K) ∼= Gal(kf/Fq)により，Gal(kf/Fq)の元は µqf−1

への作用によって決まるから，kf = Fq(µqf−1) = Fqf となり Kf/K は f 次拡大である．逆に

K ′/K を f 次不分岐拡大とすると，K ′ の剰余体は Fqf だから補題より µqf−1 ⊂ K ′ で，拡大次

数を比較してK ′ = Kf を得る．f | f ′ならKf ⊂ Kf ′ だから，K のすべての不分岐拡大の合併集

合Kur :=
⋃

f≥1 Kf はK の無限次 Galois拡大体になり（K の最大不分岐拡大），上の同形写像

の極限を取って，同形写像

Gal(Kur/K)
∼=−→ lim←−

f

Gal(Fqf /Fq) ∼= Gal(Fq/Fq)
∼=−→ Ẑ

を得る．1 ∈ Ẑに写る元としては，Fq の q 乗 Frobenius写像に写る元 ϕ（数論的 Frobenius写

像），またはその逆写像（幾何的 Frobenius写像）FrobK を取る．任意の有限次拡大K ′/Kに対

し，K ′/K ′ ∩Kur は完全分岐で，K ′ ∩Kur/K は不分岐である．
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2.2 形式群則

本小節ではAを零環でない環とする．A上の 1変数形式的べき級数環A[[X]] := lim←−
m

A[X]/(Xm)

の中で定数項が 0であるような元全体のなすイデアル (X) ⊂ A[[X]]は，合成 f ◦ g := f(g(X))
に関して X を単位元とする半群をなす．f における X の係数が A の単元であるときに限り，

f ◦ f−1 = f−1 ◦ f = X をみたす f−1 が存在する．また，f ∈ (X) ⊂ A[[X]]および多変数のべき
級数 F ∈ A[[X1, . . . , Xn]]に対しても，次のような記号を用いる：

f ◦ F := f(F (X1, . . . , Xn)), F ◦ f := F (f(X1), . . . , f(Xn)) ∈ A[[X1, . . . , Xn]].

定義 2.2 A上の形式群則 (formal group law over A)とは，A上の2変数形式的べき級数F (X, Y ) ∈
A[[X, Y ]]であって，次の条件をみたすものである1：

(i) F (X, Y ) ≡ X + Y moddeg 2.

(ii) F (F (X, Y ), Z) = F (X, F (Y, Z)).

(iii) F (X, Y ) = F (Y, X).

基本的な例として，加法群 Ĝa(X, Y ) := X + Y や乗法群 Ĝm(X, Y ) := X + Y + XY がある．

F を環 A上の形式群則とする．f(X) := F (X, 0)とおくと，(i)より f(X) ≡ X (moddeg 2)
なので，f−1 が存在する．(ii) より f ◦ f = f だから，f−1 を合成して f(X) = X を得る．同

様に F (0, Y ) = Y だから，F は 1次の項 X + Y 以外には X または Y のみからなる項を持たな

い．よって，F (X, Y ) = 0を Y に関して解くことができて，F (X, iF (X)) = 0をみたすような
iF (X) ∈ A[[X]]が一意に定まる．そこで，イデアル (X) ⊂ A[[X]]に加法を

f +F g := F (f(X), g(X))

と定義すると，0を零元とする Abel群をなす（f の逆元は iF ◦ f で与えられる）．

定義 2.3 F, Gを環 A上の形式群則とする．A上の形式的べき級数 f(X) ∈ (X) ⊂ A[[X]]で，

f ◦ F = G ◦ f, i.e. f(F (X,Y )) = G(f(X), f(Y ))

をみたすものを F から Gへの準同形 (homomorphism) といい，f : F → Gと表す．二つの準同

形の合成はべき級数の合成で定義され，f(X) = X が恒等射 id : F → F を定める．もし f−1 が

存在すれば，これは f−1 : G → F を定め f ◦ f−1 = f−1 ◦ f = idをみたす．このとき f は同形

(isomorphism) であるといい，f : F
∼=−→ Gと表す．F からGへの準同形全体の集合HomA(F,G)

は，+G によって Abel群をなす．さらに，EndA(F ) := HomA(F, F )は，+F を加法，合成を乗

法と定めることで，可換とは限らない環をなす．

1上に定義したものは，正確には可換 1 次元形式群則と呼ばれるものであるが，本稿ではこの場合しか用いないので単
に形式群則と呼ぶ．また，[3]では形式群則ではなく単に「形式群」と呼ばれているが，他の文献では「形式群」は形式群
則の同形類（形式群スキーム）を指すことが多い．本稿では以下同形類ではなく形式群則そのもの（べき級数）について
述べることが多い．
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3 OK上のLubin-Tate群：Artin写像の構成

再び 2.1節の記号に戻り，K を局所体，OK をその整数環，その極大イデアルを p = pK，剰余

体の標数を p = char(OK/p)，位数を q = |OK/p|とする．本節では，K の素元 πを固定する．

3.1 OK上のLubin-Tate群

3.1.1 存在

命題 3.1 f ∈ OK [[X]]を，次の二つの条件をみたすべき級数とする：

f(X) ≡ πX (moddeg 2), f(X) ≡ Xq (mod p). (1)

(i) このとき，OK 上の形式群則 Ff で f ∈ EndOK
(Ff )となるようなものが唯一つ存在する．

(ii) さらに，∀a ∈ OK に対して，[a]f (X) ≡ aX (mod deg 2) かつ f ◦ [a]f = [a]f ◦ f とな

るような [a]f ∈ EndOK (Ff ) が一意に定まる（とくに [π]f = f）．これは単射環準同形

[·]f : OK −→ EndOK
(Ff )を与える．

まず，次の補題を用意する．

補題 3.2 f, f ′ ∈ OK [[X]]はともに (1)をみたすものとする．有限個のOK の元 α1, . . . , αn ∈ OK

に対して，次をみたすような F ∈ OK [[X1, . . . , Xn]]が唯一つ存在する：

F ≡ α1X1 + · · ·+ αnXn (moddeg 2), f ′ ◦ F = F ◦ f.

証明 各mに対し上の条件をmod deg(m+1)でみたすような次数m以下の多項式Fmが一意に定ま

ることを示せばよい．m = 1のときは条件より明らかだから，mに関する帰納法で示す．Fmまで求ま

ったとして，Gm+1 := f ′◦Fm−Fm◦fとおくと，Gm+1 ≡ F q
m−Fm(Xq

1 , . . . , Xq
n) ≡ 0 (mod p)だか

らその係数はπで割れる．次数m+1の斉次多項式Hm+1 := Fm+1−Fmが一意に定まることを示す．

条件よりf ′◦Fm+1−Fm+1◦f = Gm+1+(f ′◦Hm+1−Hm+1◦f) ≡ Gm+1+(πHm+1−πm+1Hm+1) =
0 (moddeg(m+2))である．全次数m+1の単項式を任意に取り，そのGm+1での係数を πβ，そ

のHm+1 での係数を αとすると πβ + πα− πm+1α = 0だから，α = −β/(1− πm)と求まる．

命題 3.1(i)の証明 n = 2, α1 = α2 = 1に対して補題を適用すると，Ff ≡ X + Y (moddeg 2)
かつ f ◦ Ff = Ff ◦ f なる Ff ∈ OK [[X,Y ]]が一意に定まり，Ff (Y, X)は同じ条件をみたすから
Ff (X, Y ) = Ff (Y, X)．またFf (Ff (X,Y ), Z), Ff (X, Ff (Y,Z))はともに n = 3, α1 = α2 = α3 =
1に対する補題の条件をみたすから相等しい．よって Ff は形式群則であって f ∈ EndOK

(Ff )．
次に，この Ff に対して：

補題 3.3 f, f ′ ∈ OK [[X]]はともに (1)をみたすものとする．θ ∈ (X) ⊂ OK [[X]]に対して，

f ′ ◦ θ = θ ◦ f =⇒ θ ∈ HomOK
(Ff , Ff ′).
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証明 θ(X) ≡ aX (moddeg 2)とする．f ′ ◦ θ = θ ◦ f であれば，

f ′ ◦ (θ ◦ Ff ) = θ ◦ f ◦ Ff = (θ ◦ Ff ) ◦ f

f ′ ◦ (Ff ′ ◦ θ) = Ff ′ ◦ f ′ ◦ θ = (Ff ′ ◦ θ) ◦ f

となるから，θ ◦ Ff と Ff ′ ◦ θはともに n = 2, α1 = α2 = aに対する補題 3.2の条件をみたすの
で相等しい．すなわち θ ∈ HomOK (Ff , Ff ′)．

命題 3.1(ii)の証明 ∀a ∈ OK に対して，補題 3.2を n = 1, α1 = aに適用すれば，[a]f (X) ≡
aX (moddeg 2) かつ f ◦ [a]f = [a]f ◦ f なる [a]f ∈ OK [[X]] が一意に定まる．補題 3.3 より
[a]f ∈ EndOK

(Ff )で，[a]f (X) ≡ aX (mod deg 2)より [·]f は単射である．さらに，[a]f +f [b]f
と [a + b]f はともに n = 1, α1 = a + bに対して，[a]f ◦ [b]f と [ab]f はともに n = 1, α1 = abに

対して補題 3.2の条件をみたすからそれぞれ相等しい．すなわち [·]f は環準同形である．

3.1.2 一意性

定義 3.4 A を OK 代数とする．A 上の形式群則 F と単射環準同形 [·] : OK −→ EndA(F ) の
組 (F, [·])で，∀a ∈ OK に対し [a](X) ≡ aX (mod deg 2)をみたすものを A上の形式 OK 加群則

(formal OK-module law)という．形式OK加群則の間の準同形 θ : (F, [·]) −→ (F ′, [·]′)とは，形式
群則としての準同形 θ : F → F ′で，OKの作用と可換，すなわち [a]′◦θ = θ◦[a] (∀a ∈ OK)をみたす
ものを指す．それらの集合をHomA

(
(F, [·]), (F ′, [·]′))で表す．θ−1が存在すれば，θ◦[a]◦θ−1 = [a]′

により θ−1 : (F ′, [·]′) −→ (F, [·])を与えるから，θを形式 OK 加群則の同形という．

命題 3.1により，(1)をみたす f に対して (Ff , [·]f )は OK 上の形式 OK 加群則となる．

補題 3.5 f, f ′ ∈ OK [[X]]はともに (1)をみたすものとする．θ ∈ (X) ⊂ OK [[X]]に対して：

f ′ ◦ θ = θ ◦ f ⇐⇒ θ ∈ HomOK

(
(Ff , [·]f ), (Ff ′ , [·]f ′)

)
.

証明 ⇐は f ′ = [π]f ′ , f = [π]f より明らか．⇒は，補題 3.3によって，∀a ∈ OK に対して θ◦ [a]f
と [a]f ′ ◦ θ が等しいことを示せばよいが，θ(X) ≡ bX (mod deg 2) とすると，これらはともに
n = 1, α1 = abに対する補題 3.2の条件をみたすので相等しい．

定理 3.6（OK 上の Lubin-Tate群）素元 π ∈ OK に対して，OK 上の形式 OK 加群則 Fπ =
(Fπ, [·])で [π](X) ≡ Xq (mod p)をみたすものが同形を除いて唯一つ存在する2．

2ここで，θ : (F, [·]) ∼=−→ (F ′, [·]′) を OK 上の形式 OK 加群則の間の同形とすると，[π](X) ≡ Xq (mod p) であれ
ば，[π]′(θ(X)) ≡ θ([π](X)) ≡ θ(Xq) ≡ θ(X)q (mod p) となる (OK/p ∼= Fq) から，定理の条件は同形に関して安定
である．(Fπ , [·]) の形式 OK 加群としての同形類を OK 上の Lubin-Tate 群という．
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証明 適当に命題 3.1の (1)をみたす f に対して (Ff , [·]f )を取れば，定理の条件をみたす Fπ を

得る．逆に，定理の条件をみたすような (Fπ, [·])が与えられたとき，f = [π]は (1)をみたすから，
命題 3.1の一意性によって Fπ = Ff かつ [·] = [·]f でなければならない．
よって，あとは (1)をみたすような二つの f, f ′に対して，(Ff , [·]f )と (Ff ′ , [·]f ′)が互いに同形で

あることを見ればよい．補題 3.2を n = 1, α1 = 1に対して用いると，θ(X) ≡ X (mod deg 2)かつ
f ′◦θ = θ◦fなる θ ∈ OK [[X]]が一意に定まる．補題3.5によって θ ∈ HomOK

(
(Ff , [·]f ), (Ff ′ , [·]f ′)

)

で，θ(X) ≡ X (mod deg 2)より θは同形である．

3.2 Lubin-Tate拡大の構成

命題 3.7 f ∈ OK [X]を (1)をみたすモニック（例えば f(X) = πX + Xq）とする．整数m ≥ 1
に対して，多項式 [πm]f (X) = 0のK 上の分解体をK(µf,πm)とし，

µf,πm := {α ∈ K(µf,πm) | [πm]f (α) = 0}

とおく．[πm]f (X) ∈ OK [X]だから µf,πm ⊂ OK(µf,πm )．このとき：

(i) µf,πm は+Ff
, [·]f によってOK 加群となり，ある α ∈ µf,πm \µf,πm−1 をとると，次はOK

加群としての同形を与える：

OK/pm 3 a 7−→ [a]f (α) ∈ µf,πm .

(ii) N : K(µf,πm)× → K× をノルム写像とすると，N(−α) = πで，K(µf,πm)/K は完全分岐

拡大であり，−αはK(µf,πm)の素元である．

(iii) 次は Abel群の同形であり，αの選び方に依らない：

Gal(K(µf,πm)/K)
∼=−→ (OK/pm)×

(α 7→ [u]f (α)) 7−→ umod pm

(iv) Abel拡大K(µf,πm)/K および上の同形写像は f の選び方に依らず，πとmのみで定まる．

証明 (i)-(iii)の証明では [·]f の添字 f を省略する．

(i): K ′ = K(µf,πm)とおくと．µf,πm \ µf,πm−1 は多項式 hm(X) := [πm](X)/[πm−1](X)の
根全体の集合である．また h1(X) = f(X)/X ≡ π (mod X) かつ h1(X) ≡ Xq−1(mod p) で，
hm(X) = h1([πm−1](X))だから，hm(X) ≡ π (mod X)かつ hm(X) ≡ X(q−1)qm−1

(mod p)．よっ
て任意の α ∈ µf,πm \ µf,πm−1 に対し，0 = hm(α) ≡ α(q−1)qm−1

(mod pOK′)だから α /∈ O×K′．

ここで m も任意だったから µf,πm ⊂ pK′ が分かり，その元を +F , [·] に代入できる．定義より
明らかに µf,πm はこれらの演算で閉じて OK 加群をなす．再び α ∈ µf,πm \ µf,πm−1 を一つ取
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ると，OK 準同形 OK 3 a 7→ [a](α) ∈ µf,πm の核は pm だから命題の OK 準同形は単射で，

qm = |OK/pm| ≤ |µf,πm | ≤ deg [πm]f = qm だから OK 同形である．

(ii): (i) によって µf,πm = {[a](α) | a ∈ OK} ⊂ K(α) だから K ′ = K(α) で，[K ′ : K] ≤
deg hm = (q − 1)qm−1．また µf,πm−1 = {[a](α) | a ∈ p}だから µf,πm \ µf,πm−1 = {[a](α) | a ∈
(OK/pm)×}であり，hmの定数項は πだったから，π =

∏
a∈(OK/pm)×(−[a](α))．さて，α /∈ O×K′

でかつ [a](α) ≡ aα (mod α2)だから [a](α)と αの付値は同じである．よってOK′ のイデアルとし

て (π) = (α)(q−1)qm−1
だから [K ′ : K] ≥ (q−1)qm−1で，これは等号でなくてはならない．従って

K ′/K は完全分岐で αはK ′ の素元であり，また hm ∈ OK [X]はK 上既約で，µf,πm \ µf,πm−1

は αのK 上の共役元の集合だから，π = N(−α)．
(iii): K ′ = K(α)より Gal(K ′/K)の元 σ は αの像で決まるからこれは単射で，明らかに準同

形であり，[K ′ : K] = |(OK/pm)×|だから群同形である．また，[u] ∈ OK [[X]]は Gal(K ′/K)の
元 σ で動かないから，σ(α) = [u](α)ならば σ([u′](α)) = [u′](σ(α)) = [u′u](α) = [u]([u′](α))と
なり αの代わりに [u′](α)を用いても同じ写像が定まる．

(iv): 二つの f, f ′に対して，定理 3.6によって定まる θ : (Ff , [·]f )
∼=−→ (Ff ′ , [·]f ′)はOK加群の同

形 θ : µf,πm → µf ′,πm を与え，θ ∈ OK [[X]]だから µf ′,πm ⊂ K(µf,πm)．同様に θ−1を考えれば

K(µf,πm) = K(µf ′,πm)を得る．またα 7→ [u]f (α)なるK同形は，θ(α)を θ([u]f (α)) = [u]f ′(θ(α))
に写すから，(iii)の写像も一致する．

定義 3.8 上の命題のK(µf,πm)をKm
π で表す．m ≤ m′ ならばKm

π ⊂ Km′
π であるから，その合

併集合Kram
π :=

⋃
m≥1 Km

π は体になり，KLT
π := Kram

π Kur を合成体とする．

命題 3.7(iii)の同形写像を ρm : Gal(Km
π /K)

∼=−→ (OK/pm)× と表すと，m ≤ m′ に対し，制限

Gal(Km′
π /K) → Gal(Km

π /K)は ρm′ , ρm によって自然な射影 (OK/pm′
)× → (OK/pm)× に写る

から，逆極限に移って，次の同形写像が定まる：

ρ : Gal(Kram
π /K) 3 (α 7→ [u](α))

∼=7−→ u ∈ O×K
Kram

π は完全分岐だからKram
π ∩Kur = K なので，次の命題を得る：

命題 3.9 次は同形写像である：

Gal(KLT
π /K)

∼=−→ Gal(Kram
π /K)×Gal(Kur/K)

∼=−→ O×K × Ẑ
(
α 7→ [u](α), Frobb

K

) 7−→ (u, b)

定義 3.10 上の命題の同形の逆写像とK× 3 u · πb
∼=7−→ (u, b) ∈ O×K × Z ⊂ O×K × Ẑを合成して得

られる写像をArtin写像 (Artin map)といい，次のように表す：

Artπ
K : K× −→ Gal(KLT

π /K).

注意 3.11 上のように定義する理由は，次節で明らかになる．
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4 OK̂上のLubin-Tate群：Artin写像の一意性

命題 4.1 F を局所体K の代数拡大で，F/F ∩Kur が有限次拡大であるようなものとする．

(i) F での OK の整閉包 OF は（完備とは限らないが）DVRである．

(ii) 任意の有限次拡大 F ′/F に対し，F̂ ′ = F ′F̂ で，F̂ ∩ F ′ = F，また [F̂ ′ : F̂ ] = [F ′ : F ]．

(iii) F, F ′ をともにそのような体とすると，F̂ = F̂ ′ =⇒ F = F ′．

証明 OF は，F に含まれる有限次拡大K ′/K に対するOK′ の合併で，包含写像はみな局所準同

形3だから局所環である．OF∩Kur は，極大イデアルが K の素元で生成されるから DVRであり，
OF も DVRである．(ii)は命題 7.1(ii)から従う．(ii)より F̂ ∩K = F だから (iii)が従う．

F = Kurを考えると，OK の素元はOKur の素元でもあり，OKur/pKur ∼= Fq だが，OKur は完

備ではない．OKur の完備化を O bK，その商体を K̂ で表す4．ϕ = Frob−1
K ∈ Gal(Kur/K)は自然

に K̂ の自己同形に延長される．O bK 係数のべき級数 F に対し，係数に ϕを作用させて得られる

べき級数を Fϕ と書く．本節では素元 πを動かし，Lubin-Tate群を O bK 上で考える．

一般にBをA代数とし，F を環A上の形式群則とすると，構造射A → Bから誘導される環準

同形 A[[X, Y ]] → B[[X, Y ]]による F の像は B 上の形式群則をなし，これを F ⊗A B で表す．さ

らに (F, [·])が A上の形式OK 加群則ならば，環準同形 EndA(F ) → EndB(F ⊗A B)と [·]の合成
を [·]⊗A B とすると，(F, [·])⊗A B := (F ⊗A B, [·]⊗A B)は B 上の形式 OK 加群則となる．

4.1 Lubin-Tate拡大の一意性

補題 4.2 π, π′をともに K̂の素元，f, f ′ ∈ O bK [[X]]はそれぞれ π, π′に対して (1)をみたすとする．

(i) 有限個の元 α1, . . . , αn ∈ O bK が，π′αi = παϕ
i (1 ≤ i ≤ n)をみたしているとする．このと

き，次をみたすような F ∈ O bK [[X1, . . . , Xn]]が唯一つ存在する：

F ≡ α1X1 + · · ·+ αnXn (moddeg 2), f ′ ◦ F = Fϕ ◦ f.

(ii) さらに π, π′ ∈ K かつ f, f ′ ∈ OK [[X]]とするとき，θ ∈ (X) ⊂ O bK [[X]]に対し：

f ′ ◦ θ = θϕ ◦ f =⇒ θ ∈ HomOcK
(
(Ff , [·]f )⊗O bK , (Ff ′ , [·]f ′)⊗O bK

)
.

証明 (i): 補題 3.2の証明を修正する：各mに対しmod deg(m+1)で条件を満たす次数m以下の多

項式Fmを求める．m = 1のときは明らかで，Fmまで求まったとして，Gm+1 := f ′◦Fm−Fϕ
m◦fと

おくと，Gm+1 ≡ F q
m−Fϕ

m(Xq
1 , . . . , Xq

n) ≡ 0 (mod p bK)だからその係数は π′で割れる．次数m+1
の斉次多項式Hm+1 := Fm+1−Fmが一意に定まることを示す．条件より f ′ ◦Fm+1−Fϕ

m+1 ◦ f =

3すなわち φ : OK′ → OK′′ に対して φ(pK′ ) ⊂ pK′′．
4あまりよい記号ではないが，混乱の恐れはないので容赦されたい．
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Gm+1 + (f ′ ◦Hm+1 −Hϕ
m+1 ◦ f) ≡ Gm+1 + (π′Hm+1− πm+1Hϕ

m+1) = 0 (mod deg(m + 2))であ
る．全次数m + 1の単項式を任意に取り，その Gm+1での係数を π′β，そのHm+1での係数を α

とすると π′β + π′α− πm+1αϕ = 0だから，α = −β −∑∞
i=1(π

m+1/π′)1+ϕ+···ϕi−1
βϕi

と求まる．

(ii): 補題 3.3・補題 3.5と同様に示す．θ(X) ≡ bX (moddeg 2)とし，f ′ ◦ θ = θϕ ◦ f ならば，

f ′ ◦ (θ ◦ Ff ) = θϕ ◦ f ◦ Ff = (θϕ ◦ Fϕ
f ) ◦ f = (θ ◦ Ff )ϕ ◦ f

f ′ ◦ (Ff ′ ◦ θ) = Fϕ
f ′ ◦ f ′ ◦ θ = (Fϕ

f ′ ◦ θϕ) ◦ f = (Ff ′ ◦ θ)ϕ ◦ f

となるから，θ ◦ Ff と Ff ′ ◦ θはともに n = 2, α1 = α2 = bに対する補題 4.2の条件をみたすの
で相等しい．また ∀a ∈ OK に対し，同様の計算を Ff , Ff ′ の代わりに [a]f , [a]f ′ について行えば
θ ◦ [a]f と [a]f ′ ◦ θはともに n = 1, α1 = abに対する (i)の条件をみたすので相等しい．

命題 4.3 π, π′および f, f ′ ∈ OK [[X]]を補題 4.2(ii)の通りとする．このとき，O bK 上の形式OK

加群則の同形 θ : (Ff , [·]f )⊗O bK
∼=−→ (Ff ′ , [·]f ′)⊗O bK が存在する．

証明 まず，準同形 O×bK 3 u 7−→ uϕ/u ∈ O×bK が全射であることを示す．x ∈ O×bK とすると，
O×bK ∼= lim←−

m

(O bK/pm+1
bK )×であるから，∀m ≥ 0に対し，uϕ

m/um ≡ x (mod pm+1
bK )なる um ∈ O×bK の

存在を示せばよい．m = 0のときは，(O bK/p bK)× ∼= F×q において u 7→ uϕ/u = uq−1 は全射だか

らよい．um まで得たとし，K の素元 πに対し x/(uϕ
m/um) = 1 + απm+1 とする．O bK/p bK

∼= Fq

で u 7→ uϕ − u = uq − u は全射だから，βϕ − β ≡ α (mod p bK) なる β ∈ O bK がとれるので，

um+1 = um(1+βπm+1)とおけば uϕ
m+1/um+1 ≡ x (mod pm+2

bK )．さて，以上より uϕ/u = π/π′な

るu ∈ O×bKがとれるから，補題 4.2(i)をn = 1, α1 = uに対して用いると，θ(X) ≡ uX (moddeg 2)
かつ f ′ ◦ θ = θϕ ◦ f なる θ ∈ O bK [[X]]が一意に定まり，補題 4.2(ii)より θはO bK 上の形式OK 加

群則の同形である．

系 4.4（Lubin-Tate拡大の一意性） (i) 合成体 Km
π Kur，従って KLT

π は π の選び方に依らな

い（以後KLT := KLT
π と書く）．

(ii) 同形写像 Artπ
K |O×K : O×K

∼=−→ Gal(KLT/Kur)は πの選び方に依らない．

証明 (i): 二つの π, π′ に対してそれぞれ f, f ′ ∈ OK [X] を (1) をみたすモニックとし，命題
3.7(iv)と全く同様に考える．命題 4.3の θ は，OK 加群の同形 θ : µf,πm → µf ′,π′m を与える．

θ ∈ O bK [[X]]によりこの同形は体の K̂同形 θ : K̂(µf,πm) → K̂(µf ′,πm)を与え，θ ∈ O bK [[X]]だか
らµf ′,πm ⊂ K̂(µf,πm)．同様に θ−1を考えれば K̂(µf,πm) = K̂(µf ′,πm)，すなわちKm

π K̂ = Km
π′K̂．

命題 4.1(ii)より K̂m
π Kur = Km

π K̂ だから，命題 4.1(iii)よりKm
π Kur = Km

π′K
ur．

(ii): 命題 4.1(ii)およびKur ∩Km
π = K より，自然な制限写像で：

Gal(Km
π K̂/K̂)

∼= // Gal(Km
π Kur/Kur)

∼= // Gal(Km
π /K)

ρm

∼= // (OK/pm)×

だから，これの合成が πの選び方に依らないことを示せばよいが，これも命題 3.7(iv)と同様に，
α 7→ [u]f (α)なる K̂ 同形が，θ(α)を θ([u]f (α)) = [u]f ′(θ(α))に写すことから従う．
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4.2 Artin写像の一意性

命題 4.5 π, π′ をともに K の素元で π′ = uπ (u ∈ O×K)とし，f, f ′ ∈ OK [[X]]をそれぞれ π, π′

に対して (1)をみたすものとする．θ ∈ O bK [[X]]を命題 4.3の通りとするとき：

θϕ = θ ◦ [u]f .

証明 θの定義より f ′ ◦ θ = θϕ ◦ f で，f = [π]f , f ′ = [π′]f ′ だから [π′]f ′ ◦ θ = θϕ ◦ [π]f．一方 θ

は形式OK 加群則の同形だから，[π′]f ′ ◦ θ = θ ◦ [π′]f = θ ◦ [u]f ◦ [π]f．よって次の補題から従う．

補題 4.6 πをK の素元とし，f ∈ OK [[X]]は (1)をみたすものとすると，h ∈ O bK [[X]]とm ≥ 1
に対し，h ◦ [π]f ≡ 0 (mod pm) =⇒ h ≡ 0 (mod pm)．とくに，次は単射である：

◦[π]f : O bK [[X]] 3 h 7−→ h ◦ [π]f ∈ O bK [[X]]

証明 mに関する帰納法で示す（m = 0なら示すべきことはない）．h ◦ [π]f = πm · gとすると，
帰納法の仮定より h = πm−1 · h′ で，h′ ◦ [π]f = π · g．これをmod pすれば h′(Xq) ≡ 0 (mod p)
だから h′ ≡ 0 (mod p)，すなわち h ≡ 0 (mod pm)．

定理 4.7（Artin写像の一意性）Artin写像Artπ
K : K× −→ Gal(KLT/K)は πの選び方に依らな

い（以後 ArtK := Artπ
K と書く）．

証明 系 4.4(ii)により，二つの素元 π, π′ に対して Artπ′
K (π′) = Artπ

K(π′)を示せば十分である5．

KLT = Kur ·Kram
π′ で，Kurへの作用は同じだから，Kram

π′ への作用を見る．f, f ′ ∈ OK [[X]]をそ
れぞれ π, π′に対して (1)をみたすモニックとし，命題 4.3の θを取る．α ∈ µf,πm に対して θ(α)
を考えると，定義よりArtπ′

K (π′)(θ(α)) = θ(α)．また π′ = uπとおくと，Artπ
K(π′) = Artπ

K(uπ)は
定義よりµf,πm には α 7→ [u]f (α)で，Kurには FrobK = ϕ−1で作用するから，Artπ

K(π′)(θ(α)) =
θϕ−1

([u]f (α)) = (θ◦[u]f )ϕ−1
(α)で，命題 4.5よりこれは θ(α)である．よってArtπ′

K (π′)とArtπ
K(π′)

はKm
π′ の上で一致し，mは任意だったから Artπ′

K (π′) = Artπ
K(π′)．

定義 4.8 有限次拡大K ′/K に対し，ノルム写像K ′× → K×の像をN(K ′/K)で表す．一般の代
数拡大 F/K に対しては，N(F/K) =

⋂
K′⊂F N(K ′/K)と定める．

系 4.9 K の素元 π, π′ に対し π′/π ∈ 1 + pm (m ≥ 1)とすると（ここで 〈π〉 := {πa | a ∈ Z}）：
Km

π = Km
π′ , (1 + pm)× 〈π〉 ⊂ N(Km

π /K).

証明 Artπ
K の定義より，K× の部分群 (1 + pm) × 〈π〉の Artπ

K による像の不変体が Km
π である

から，(1 + pm) × 〈π〉 = (1 + pm) × 〈π′〉と定理 4.7より Km
π = Km

π′．従って命題 3.7(ii)により
π, π′ ∈ N(Km

π /K)だから u = π′/π ∈ N(Km
π /K)で，π′ を動かして命題の後半を得る．

5系 4.4(ii) を使わず次のようにしてもよい：任意の二つの素元 π, π′ に対して Artπ′
K (π′) = Artπ

K(π′) ならば，任意
の素元 π′′ に対して Artπ′

K (π′′) = Artπ′′
K (π′′) = Artπ

K(π′′) で，K× は素元たちで生成されるから Artπ′
K = Artπ

K．
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5 Coleman operator：Artin写像の特徴づけとBase Change

5.1 Coleman operatorとノルム群

本小節では再び K の素元 π と (1)をみたすモニック f ∈ OK [X]を一つ固定し，Ff の演算を

+F , [·]で，µf,πm をµπm で表す．まず，補題 4.6の写像 ◦[π]のOK [[X]]における像を特徴づける：

補題 5.1 g ∈ OK [[X]]に対し：

(i) g(α) = 0 (∀α ∈ µπ) ⇐⇒ ∃h ∈ OK [[X]], g(X) = h(X) · [π](X).

(ii) g(X +F α) = g(X) (∀α ∈ µπ) ⇐⇒ ∃h ∈ OK [[X]], g = h ◦ [π].

証明 (i): ⇐は明らか．g(X) =
∑∞

i=0 aiX
i, g(α) = 0ならば，各 i ≥ 0に対し bi :=

∑∞
j=0 ai+j+1α

j ∈
OK1

π
とおけば OK1

π
[[X]] において g(X) = (X − α) · ∑∞

i=0 biX
i．これを繰り返して g(X) =

h(X) · [π](X)を得るが，g, [π]は OK 係数だから hもK ∩ OK1
π

= OK に係数を持つ．

(ii): ⇐は明らか．∀α ∈ µπ に対し g(X +F α) = g(X)ならば，(i)より g(X)− g(0) = g1(X) ·
[π](X)と書けて，[π](X +F α) = [π](X)より g1(X +F α) = g1(X)．この操作を繰り返し，g0 := g

および gi(X)− gi(0) = gi+1(X) · [π](X)によって giを定めれば，g(X) =
∑∞

i=0 gi(0) · [π](X)iを

得るから，h(X) :=
∑∞

i=0 gi(0)Xi とおけば g = h ◦ [π]．

定義 5.2（Coleman operator）g ∈ OK [[X]]に対し，
∏

α∈—π
g(X +F α)の各係数は µπ の元の

対称式だから OK の元である．よって補題 4.6・補題 5.1(ii)によって，

N(g) ◦ [π](X) =
∏

α∈—π

g(X +F α) (2)

をみたすN(g) ∈ OK [[X]]がただ一つ存在する．定義よりN(g1g2) = N(g1)N(g2)．また，N0(g) :=
gおよび Nm(g) := N(Nm−1(g)) (m ≥ 1)と表す．

補題 5.3 m ≥ 1に対し，Nm(g) ◦ [πm](X) =
∏

α∈—πm
g(X +F α)．

証明 mに関する帰納法で示す（m = 1なら明らか）．µπm/µπ の代表系 Aを一つ固定すると：
∏

α∈—πm

g(X +F α) =
∏

β∈A

∏
α∈—π

g(X +F β +F α) =
∏

β∈A

N(g) ◦ [π](X +F β)

で，[π](X +F β) = [π](X) +F [π](β) だが，[π] : A → µπm−1 は全単射だから，上の右辺は

=
∏

α∈—πm−1
N(g)([π](X) +F α)で，これは帰納法の仮定よりNm−1(N(g)) ◦ [πm−1]([π](X)) =

Nm(g) ◦ [πm](X)に等しい．

補題 5.4 (i) N(g) ≡ g (mod p)．とくに，N(OK [[X]]×) ⊂ OK [[X]]×．

(ii) m ≥ 1に対し，g ≡ 1 (mod pm) =⇒ N(g) ≡ 1 (mod pm+1).
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(iii) g ∈ OK [[X]]× のとき，m ≥ 1に対し，Nm(g)/Nm−1(g) ≡ 1 (mod pm).

証明 (i): [π](X) ≡ Xq (mod p)より，(2)の左辺 ≡ N(g)(Xq) (mod p)．また，α ∈ µπ に対し

X +F α ≡ X (mod pK1
π
)より g(X +F α) ≡ g(X) (mod pK1

π
)だから，OK/p ∼= Fq より (2)の右

辺 ≡ g(X)q ≡ g(Xq) (mod p)．よって N(g) ≡ g (mod p)．
(ii): g = 1 + πmhとおくと，

N(g) ◦ [π] =
∏

α∈—π

(
1 + πmh(X +F α)

) ≡ (
1 + πmh(X)

)q (mod pmpK1
π
)

≡ 1 + qπmh(X) + · · ·πmqh(X)q ≡ 1 (mod pmpK1
π
)

だから，(N(g) − 1) ◦ [π] ≡ 0 (mod pmpK1
π
)で，これは OK [[X]]の元だから (N(g) − 1) ◦ [π] ≡

0 (mod pm+1)．よって補題 4.6よりN(g)− 1 ≡ 0 (mod pm+1)．
(iii): (i)よりN(g)/g ≡ 1 (mod p)で，これに (ii)を (m− 1)回適用すればよい．

命題 5.5 K の素元 πとm ≥ 1に対し，N(Km
π /K) = (1 + pm)× 〈π〉.

証明 系 4.9 より，N(Km
π /K) ⊂ (1 + pm) × 〈π〉 を示せばよい．N : K(µf,πm)× → K× をノ

ルム写像とし，α ∈ µπm \ µπm−1 を固定すると，命題 3.7(ii)により (Km
π )× = O×Km

π
× 〈−α〉で

N(−α) = π だから，N(O×Km
π

) ⊂ 1 + pm を示せばよい．任意の u ∈ O×Km
π
は，次の補題 5.6よ

り u = g(α), g ∈ OK [[X]]× と表せる．各 i ≥ 0に対し ui = N i(g)(0)とおくと，補題 5.3より
ui =

∏
α∈—πi

g(α)だから N(u) = um/um−1 で，補題 5.4(iii)により um/um−1 ∈ 1 + pm．

補題 5.6 K ′/K を完全分岐拡大，αをK ′ の素元とすると，OK′ = OK [α]．

証明 [K ′ : K] = nとし，x =
∑n−1

i=0 aiα
i (ai ∈ K)とすると，i 6= jならば vK′(aiα

i) 6= vK′(ajα
j)

より vK′(x) = mini{vK′(aiα
i)}だから，(i) x = 0 =⇒ ∀i ai = 0, (ii) x ∈ OK′ ⇐⇒ ∀i ai ∈ OK．

(i)より {1, α, α2 . . . , αn−1}はK ′ のK 上の基底で，これと (ii)より OK′ ⊂ OK [α]．

系 5.7 K の素元 πに対し，N(Kram
π /K) = 〈π〉．一般に，F をK の完全分岐拡大（K の有限次

完全分岐拡大の合併集合で表せる代数拡大）でKram
π を含むものとすると，N(F/K) = 〈π〉.

証明 前半は命題 5.5と
⋂

m≥1(1+pm) = {1}より従う．後半は，N(F/K) ⊂ N(Kram
π /K) = 〈π〉

だから，P = v−1
K ({1})とおけば，N(F/K)∩P 6= ∅を示せば十分である．これを一般の完全分岐拡大

F/Kについて示す．任意の素元 πに対しP = π ·O×K でO×K = lim←−
m

O×K/(1+pm)だから集合として

P = lim←−
m

P/(1+pm)なので，各mに対し (N(F/K)∩P )/(1+pm) 6= ∅を示せば十分である．F に含

まれる有限次拡大K ′/Kは完全分岐だから，(N(K ′/K)∩P )/(1+pm)は有限集合P/(1+pm)の空で
ない部分集合であり，またK ′, K ′′ ⊂ F ならK ′K ′′ ⊂ F でN(K ′K ′′/K) ⊂ N(K ′/K)∩N(K ′′/K)
だから，(N(K ′/K) ∩ P )/(1 + pm)たちの共通部分 (N(F/K) ∩ P )/(1 + pm)も空でない．
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5.2 分岐拡大の base changeと特徴づけ

定理 5.8（分岐拡大の base change）K ′/K を局所体の有限次完全分岐拡大とする．このとき，

KLT ⊂ K ′LT であり，次は可換である：

K ′× ArtK′ //

NK′/K

²²

Gal(K ′LT/K ′)

res

²²
K× ArtK // Gal(KLT/K)

(3)

すなわち，∀x ∈ K ′× に対し，ArtK′(x)|KLT = ArtK(NK′/K(x))．

証明 K ′ の素元 π′ に対して，ArtK′(π′) ∈ Gal(K ′LT/K ′)の Gal(K/K ′) への延長を σ とおく

と，σ|K′ur = FrobK′ , σ|K′ram
π′

= id だから，σ による不変体 Fσ は K ′ram
π′ を含み，系 5.7 より

N(Fσ/K ′) = 〈π′〉．よって N(Fσ/K) = NK′/K(N(Fσ/K ′)) = 〈NK′/K(π′)〉．一方，σ|Kur =
FrobK′ |Kur = FrobKだからx := Art−1

K (σ|KLT)はKのある素元πだが，σ|Kram
π

= ArtK(π)|Kram
π

=
idだから Kram

π ⊂ Fσ で，Fσ/K は完全分岐だから，再び系 5.7より N(Fσ/K) = 〈π〉，従って
NK′/K(π′) = π．また σは任意で，ArtK′(π′)のあらゆる延長 σに対する Fσ の共通部分はK ′ram

π′

だから，Kram
π ⊂ K ′ram

π′ ．これと K ′ur = K ′Kur より KLT ⊂ K ′LT．以上より ArtK′(π′)|KLT =
ArtK(NK′/K(π′))で，K ′× はK ′ の素元たちで生成されるから，定理を得る．

以下，K ⊂ K ′ ⊂ KLT をみたす有限次拡大K ′/K を Lubin-Tate拡大と呼ぶことにする．

定理 5.9 ArtK : K× → Gal(KLT/K)は次の性質をみたす唯一つの準同形写像である：

(i) K の任意の素元 πに対し，ArtK(π)|Kur = FrobK．

(ii) 任意の完全分岐 Lubin-Tate拡大K ′/K に対し，ArtK(N(K ′/K))|K′ = id．

証明 定理 5.8より ArtK はこれらをみたす6．逆にこれらをみたす準同形写像 Art′K が与えられ
たとすると，K の任意の素元 πに対し，(ii)と命題 3.7(ii)より Art′K(π)|Kram

π
= idだから，(i)と

合わせてArt′K(π) = ArtK(π)を得る．K×はKの素元たちで生成されるから，Art′K = ArtK．

この定理のうち，ArtK の特徴づけ（一意性）の部分は，4節までにすでに示されていることに
注意する．これによって，例えば Galoisコホモロジーによる方法で構成された Artin写像がこれ
と一致することが解る．ほぼ本稿の 3・4節に相当する Lubin-Tateの原論文 [4] では，このよう
にして彼らの構成した Artin写像が従来知られていた局所類体論の相互写像に一致することを示
しているが，Artin写像が上の定理 5.9の性質を持つことを直接示すことはできなかった．これは
5節に紹介した方法で，Coleman [1] を待って初めて可能になったのである．

6不分岐な K′/K に対しても (ii)をみたすことはすぐ解る：K′ := Kf /K を f 次不分岐拡大とすると，ArtK の定義
より ArtK(x)|K′ = id ⇐⇒ vK(x) ∈ fZ だが，明らかに NK′/K(K′×) ⊂ v−1

K (fZ)．（実はこれも等号である．）任意
の有限次 Lubin-Tate 拡大 K′/K について (ii) を示すには，base change を不分岐拡大についても示す必要がある．
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6 おわりに

Iwasawa [3]は，本稿の 3・4節をすべて相対 Lubin-Tate群 (de Shalit [2]) に対して構成し，さ
らに途中で局所 Kronecker-Weber定理 (KLT = Kab) を証明することによって，一般の有限次拡
大に対する base change を証明し，局所類体論の主定理を導いている．また，本質的に分岐理論
に属する局所 Kronecker-Weber定理の証明を，Lubin-Tate理論から分離することもできる7．ノ

ルム群の計算（本稿の 5節）も相対 Lubin-Tate群に対して行えば，一般の有限次拡大に対する
base change を直接示し，「KLTに関する局所類体論」を導くことができるのである (Yoshida [5])．

定理 6.1（局所類体論 minus 局所Kronecker-Weber定理）8

(i) 次の性質をみたす唯一つの準同形写像 ArtK : K× → Gal(KLT/K)が存在する：

(a) K の任意の素元 πに対し，ArtK(π)|Kur = FrobK．

(b) 任意の Lubin-Tate拡大K ′/K に対し，ArtK(N(K ′/K))|K′ = id．

(ii) 任意の有限次拡大K ′/Kと ∀x ∈ K ′× に対し，ArtK′(x)|KLT = ArtK(NK′/K(x))で，ArtK

はK×/N(K ′/K)
∼=−→ Gal((K ′ ∩KLT)/K))を導く．

この定理のKLT（Lubin-Tate拡大）をKab（Abel拡大）に置き換えると局所類体論の主定理
を得る．Weil群 WK := {σ ∈ Gal(K/K) | σ|Kur ∈ FrobZ}を用いると，上の事情は以下のよう
に定式化できる．(i) Lubin-Tate理論：全射W ab

K → K×の構成（3節），この全射の base change
（関手性）による特徴づけ（4節），(ii) 関手性の証明（5節），(iii) 局所Kronecker-Weber定理：
この全射が同形であることの証明9．全射W ab

K → K×を単射 {K× の指標 } −→ {WK の指標 }と
考え，これを全単射 {GLn(K)の既約表現 } −→ {WK の n次元表現 }の形に拡張したのが局所
Langlands対応（非可換局所類体論）と呼ばれるもので，その幾何学的実現である非可換 Lubin-

Tate 理論も示されている．これらの定理の現在知られている証明はいずれも大域 Langlands対

7Lubin-Tate 理論を仮定すると，局所 Kronecker-Weber 定理は Hasse-Arf の定理と同値である．
8Lubin-Tate 拡大に関する，古典的な局所類体論の諸定理は直ちに従う．

(i) （同形定理） 任意の Lubin-Tate 拡大 K′/K に対し，K×/N(K′/K)
∼=−→ Gal(K′/K)．

(ii) （終結定理）任意の有限次拡大 K′/K に対し，N(K′/K) = N((K′ ∩KLT)/K))であり，[K× : N(K′/K)] ≤
[K′ : K]．等号は K′/K が Lubin-Tate 拡大のときに限り成り立つ．

(iii) （順序定理）K′/Kを有限次拡大，K′′/Kを Lubin-Tate拡大とするとき，N(K′/K) ⊂ N(K′′/K) ⇐⇒ K′′ ⊂
K′．このとき，K′/K も Lubin-Tate拡大であれば，ArtK′ によって N(K′′/K)/N(K′/K)

∼=−→ Gal(K′/K′′)．
(iv) （結合定理）K′, K′′/K をともに Lubin-Tate 拡大とするとき：

N(K′K′′/K) = N(K′/K) ∩N(K′′/K), N((K′ ∩K′′)/K) = N(K′/K)N(K′′/K).

(v) （存在定理・一意定理） 任意の指数有限な閉部分群 H ⊂ K× に対し，N(K′/K) = H となる Lubin-Tate 拡大
K′/K が唯一つ存在する．

9逆に，Galois コホモロジーを用いた証明では，関手性をみたす全射 K× → W ab
K が構成され，関手性がこれを特徴

づけることも解るが，単射性（存在定理）の Lubin-Tate 理論を用いない証明は複雑になる (cf. Serre, “Local Fields”)．
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応の一部を用いるものであるが，もし上に述べた (i),(ii),(iii)の形の局所類体論の証明を一般化し
た純局所的証明が得られれば，それが最も見通しよく美しい証明になると筆者には思われる10．

7 付録：DVRの基礎事項

本稿で用いるDVRについての事実をまとめておく11．環AはPIDでかつ局所環である（すなわち
極大イデアルをただ一つだけ持つ）とき離散付値環 (DVR)という．AをDVRとし，P をAの極大

イデアルとする．P の生成元をAの素元という．Aの完備化とは Â := lim←−
m

A/Pmのことであり，こ

れは P̂ := PÂを極大イデアルとするDVRになる．KをAの商体とすると，K̂ := K⊗AÂは Âの商

体であり，これをKの完備化という．標準射A → Âは必ず単射で（従ってK ⊂ K̂），これが同形で

あるときAを完備離散付値環 (CDVR)という．DVRの完備化はCDVRであり，A/P
∼=−→ Â/P̂．

また，Aが CDVRならば，A係数のべき級数 F ∈ A[[X1, . . . , Xn]]に x1, . . . , xn ∈ P を代入し

て F (x1, . . . , xn) ∈ A を得る．これは，A[[X1, . . . , Xn]] ∼= lim←−
m

(
A[X1, . . . , Xn]/(deg m)

)
および

A ∼= lim←−
m

A/Pm を用いて，

A[X1, . . . , Xn]/(deg m) 3 F moddeg m 7−→ F (x1, . . . , xn)mod Pm ∈ A/Pm

の逆極限によって得られる．

AをDVR，Kをその商体，Lをそのn次分離拡大，BをLでのAの整閉包とすると，L ∼= B⊗AK

で LはBの商体である．このとき Bは有限生成 A加群であり，Aは PIDであるから単因子論よ
り Bは自由 A加群で，その階数は n = [L : K]に等しい．また Bは Dedekind整域（1次元整閉
Noether整域）であり，P の元で生成されるBのイデアルPBの素イデアル分解をPB =

∏g
i=1 Qei

i

とすると，Q1, . . . , Qg が Bの極大イデアルの全てである．B̂i := lim←−
m

B/Qm
i とおく．Bが自由 A

加群だから B⊗A と逆極限は交換し，次の標準同形がある：

B ⊗A Â ∼= B ⊗ (
lim←−
m

A/Pm
) ∼= lim←−

m

B/(PB)m ∼= lim←−
m

g∏

i=1

B/Qeim
i

∼=
g∏

i=1

B̂i.

命題 7.1 (i) Aを CDVRとすると，B も CDVRである．

(ii) BもDVRならば，Lの完備化 L̂は L⊗K K̂と同形で（合成体 LK̂），L̂の中で L∩ K̂ = K．

証明 (i): B ∼= B ⊗A Â で B は整域だから，g = 1 で B ∼= B̂．(ii): B ⊗A Â ∼= B̂ だから，

L⊗K K̂ ∼= L⊗K (K⊗A Â) ∼= L⊗B (B⊗A Â) ∼= L⊗B B̂ ∼= L̂で，従って [L̂ : K̂] = [L : K]．後半の

10局所 Langlands 対応を一意に特徴づけるのに必要な諸性質を求めることは長い間の懸案であった．現在は表現のペ
アの ε 因子と呼ばれるものを用いて特徴づけられているが，関手性によって特徴づけられればその方が好ましい．

11証明については，例えば http://abel.math.harvard.edu/~yoshida/AlgebraicNumberTheory.dviを参照．
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主張はL/KがGalois拡大の場合に示せば十分である．このとき制限Gal(L̂/K̂) → Gal(L/(L∩K̂))
は単射だから，[L̂ : K̂] ≤ [L : L ∩ K̂] ≤ [L : K]だが，これは等号となるので L ∩ K̂ = K．

以下 g = 1，Q = Q1とする．Q∩A = P より kQ := B/Qは kP := A/P の拡大体で，Bが有限

生成 A加群だから有限次拡大である．分岐指数 e，剰余次数 f を PB = Qeおよび f = [kQ : kP ]
で定めると，kP 上のベクトル空間として B/PB ∼= (kQ)e となり（Q進展開），右辺の次元は ef

であり，左辺の次元は B の A加群としての階数に等しいから nである．従って n = ef を得る．

e = 1のとき L/K は不分岐，f = 1のとき L/K は完全分岐という．

さらに L/KをGalois拡大とし，kP を完全体とする．Gal(L/K)の元はBの自己同形を引き起

こし，Qを自分自身に写すから，自然な群準同形 Gal(L/K) 3 σ 7−→ σ|B mod Q ∈ Aut(kQ/kP )
が定まる．このとき kQ/kP はGalois拡大となり，この群準同形は全射である．|Gal(kQ/kP )| = f

だから，核の位数は eである．次は不分岐な例を与える：

命題 7.2 L = K(µn)（で，g = 1）とする．char kP 6 |nならば L/K は不分岐である．

証明 e = 1を示すには，上の群準同形が単射であることを見る．Gal(K(µn)/K)の元は µn の

生成元 ζ ∈ B×の像で決まるから，ζi ≡ ζj (mod Q) =⇒ ζi = ζj を示せばよい．ζi − ζj ∈ Q =⇒
ζi−j − 1 ∈ Qだから，1 ≤ i ≤ n − 1に対し ζi − 1 /∈ Qを示せばよい．恒等式

∏n−1
i=1 (X − ζi) =

(Xn − 1)/(X − 1) = Xn−1 + Xn−2 + · · ·+ X + 1にX = 1を代入して
∏n−1

i=1 (1− ζi) = nを得る

から，n /∈ Qより体 kQ において
∏n−1

i=1 (1− ζi) 6= 0，従って ζi − 1 /∈ Q．

補題 2.1の証明 ⇐は，命題 7.2の証明中で示した ζi ≡ ζj (mod p) =⇒ ζi = ζj より直ちに従

う．⇒を示す．k = OK/pには 1の原始 n乗根が存在するから，これを代表する ζ1 ∈ OK をとる．

OK = lim←−
m

(OK/pm)より，各m ≥ 1に対し，ζn
m ≡ 1 (mod pm), ζm ≡ ζ1 (mod p)なる ζm ∈ OK

を帰納的に構成すればよい．ζm まで構成できたとし，ζn
m ≡ 1 + απm (mod pm+1)とおく．条件

より ζm+1 = ζm + βπmと書けて，mod pm+1で ζn
m+1 ≡ ζn

m + nζn−1
m βπm ≡ 1 + (α + nζn−1

m β)πm

となるから，β = −α/nζn−1
m とすればよい．
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