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1 はじめに

本稿ではK を標数 0の局所体（ある素数 pに対する p進体Qpの有限次拡大）とする．K の
代数的整数論の中心的な研究対象はKの絶対Galois群GK = Gal(K/K)であろう．例えば，K

に対する局所類体論は，標準的な群準同形

K× −→ Gab
K

を与える．ここでGab
K = Gal(Kab/K)はGK の最大Abel商である．Gab

K のみならずGK 全体を
理解しようと試みる，いわば非可換局所類体論は，局所 Langlands対応として定式化されてい
る．これは，すべての正整数 nに対して，

{GLn(K)の既約許容表現 } ←→ {GK の n次元表現 }

という形の対応を与えようとするものであり，n = 1の場合が局所類体論にあたる（実際はGK

の代わりにWeil-Deligne群を考えるなどの精密化を行って初めて 1対 1対応が得られるのであ
るが，詳細は他の文献に譲ることにする）．この予想はWeil, Deligne, Langlandsらによって提
唱され，Henniartらの仕事を経て，1999年 Harris-Taylorによって解決された ([HT])．一般の
簡約代数群Gに対するG(K)の既約表現に関した予想もあるが，一般には未解決である．

GLn(K)に対する局所 Langlands対応のHarris-Taylorによる証明は，志村多様体の数論幾何
学と，代数体上の保型表現に関する理論を駆使してなされるものであり，高度に洗練された大
域的理論を用いるものである．これは，類体論の場合と同様に，局所 Langlands対応は，大域
Langlands対応の局所的なヴァージョンになっているからであり，現状では局所 Langlands対
応の証明は一部の大域 Langlands対応の実現に依存したものである．（この状況は，局所類体論
が初め大域類体論の系として導出された経緯と類似している．）この場合の大域 Langlands対応
は，CM代数体上のユニタリ型志村多様体のエタールコホモロジー群に実現されるものであり，
虚数乗法論による虚二次体の大域類体論の幾何学的実現の一般化と考えられるものである．これ
を用いて，Harris-Taylorは局所体K上のユニタリ型志村多様体のエタールコホモロジー群に局
所 Langlands対応を実現した．

そこで，局所 Langlands対応の実現に関連した局所的な数論幾何学に関してはより多くの研
究が待たれる（現時点の未解決問題については，M.Harrisの ICM講演 [H]が詳しい）．とくに，
これが局所体上の志村多様体のエタールコホモロジー群に実現されることを純粋に局所体上の
みの手法により証明することが課題になる．これは，虚数乗法論の局所的なヴァージョンとして
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Lubin-Tate理論が構想されて証明されたことの一般化と考えられ，非可換 Lubin-Tate理論と
してH.Carayolにより定式化されている ([Car])．

この非可換 Lubin-Tate理論には，消滅サイクルコホモロジーを使うものとリジッド空間のコ
ホモロジーを使うものと二つのヴァージョンがある（いずれも，用いるコホモロジー理論は `進
エタールコホモロジーである）が，本稿で扱うのは前者である．後に詳しく定義するが，この理
論においては高さ nの形式 OK 加群の変形空間（OK はK の整数環）と呼ばれる完備局所環の
作るアフィンスキームX0 = Spec A0を考える．この環A0は，K の最大不分岐拡大体の完備化
K0の整数環W = Ôur

K 上の n− 1変数の形式的ベキ級数環と同形になる．この変形空間は Fp上
の高さ nの形式OK 加群の変形のモジュライ空間であるが，これにレベル pm構造（pはOK の
極大イデアル，m ∈ N>0) という付加構造をつけた変形問題のモジュライ空間を考えると，A0

上の有限平坦代数Amが得られる．これは再び n次元完備局所環となり，その幾何的生成ファイ
バー（W 上K0 = FracW の代数的閉包をテンソルしたもの）を取ると，

SpecAm ⊗K0 −→ SpecA0 ⊗K0

はGLn(OK/pm)をGalois群とする有限Galois被覆となる．非可換 Lubin-Tate理論では，この
幾何的生成ファイバーの `進エタールコホモロジー群（`は pと異なる素数）

H i
(
SpecAm ⊗K0, Q`

)

を考える（このような形のコホモロジーを，一般に消滅サイクルコホモロジーという：4節参照）．
これは Q`上の有限次元ベクトル空間となり，定義から直ちに，この空間には GLn(OK/pm)と
Gal(K0/K0)が作用し（後者の群はKの惰性群 IK = Gal(K/Kur)に同形である），この二つの
作用は互いに可換であることが分かるから，この空間は，

k⊕

i=1

ρi ⊗ πi, ρi ∈ Rep(IK), πi ∈ Rep(GLn(OK/pm))

という形に分解する．ここで Rep(G)は群 Gの Q` 上の有限次元既約表現の同値類の集合であ
る．非可換 Lubin-Tate理論とは，本質的に，この対応 ρi ←→ πi から，GLn(K)の尖点表現
([super]cuspidal representation) とGK の既約 n次元表現との間の局所 Langlands対応を構成で
きることを主張するものである1．

本稿では，上記の内容およびそこで用いられる手法についてなるべく予備知識を仮定せずに概
説し，また筆者の行った，m = 1の場合の純局所的なコホモロジーの計算について述べる．数
論幾何学の手法が直接に代数的整数論の問題に応用される例として，少しでも本稿が興味を持た
れた方々のお役に立てれば幸いである．伊藤哲史氏（京大理）および三枝洋一氏（東大数理）に
は，本稿を詳しく読んでいただき，数多くの訂正やコメントを頂いた．ここに深く感謝したい．
もちろん，本稿の誤りや不明瞭な点にはすべて筆者がその責を負うことを明記しておく．

1本当はもう少し情報が必要だが，ここでは立ち入らない．
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2 Lubin-Tate理論の復習

非可換Lubin-Tate理論に入る前に，まずはLubin-Tate理論を簡潔に復習しよう（岩澤 [Iw]2）．
pを素数とし，Kを p進体Qpの有限次拡大とする．Kの整数環をOK とし，その素元 πを一つ
固定する．OK は p = (π)を極大イデアルとする離散付値環であり，剰余体を k ∼= Fq（qは pの
べき）とする．本稿では一般に体 F の分離閉包を F で，絶対Galois群Gal(F/F )をGF で表す．

局所類体論はK の最大 Abel拡大Kab/K のGalois群Gal(Kab/K)を記述する理論であった．
Kの最大不分岐拡大体KurはKのAbel拡大であり，そのGalois群は剰余体の絶対Galois群に
同形である：

Gal(Kur/K) ∼= GFq
∼= Ẑ = lim←−

n

Z/nZ.

さて，局所類体論の相互写像 ρ : K× → Gal(Kab/K)は次のような可換図式を作る：

1 // O×
K

//

∼=
²²

K× val //

ρ

²²

Z //

²²

0

1 // Gal(Kab/Kur) // Gal(Kab/K) // Gal(Kur/K) // 1

（valはKの正規付値を表す．） 右側の縦の写像 Z→ Gal(Kur/K) ∼= Ẑは単射で像が稠密である
から，ρも単射で像は稠密である．Lubin-Tate理論は，次のようにK 上のすべての Abel拡大
（局所類体）を構成する．多項式

[π](X) = πX + Xq

を考え，これをm回入れ子にしたもの [π]m(X) = [π]([π](· · · [π](X)) · · · )を考える．この多項式
のK上の分解体をKπ

mとすると，多項式の形からこれらはKの完全分岐拡大である．このとき，
各mに対してAbel群の同形

(OK/πm)× ∼= Gal(Kπ
m/K)

を定義することができ，これらはmに関して自然に compatibleとなるので，Kπ =
⋃

m Kπ
mと

おくと，同形：
O×

K = lim←−
m

(OK/πm)× ∼= Gal(Kπ/K)

ができる．このとき，Kab = KπKurとなり，さらにKπ/Kは完全分岐であるからGal(Kab/Kur) ∼=
Gal(Kπ/K) ∼= O×

K で，これが上の可換図式の左側の縦の同形O×
K → Gal(Kab/Kur)を与える．

さて，Kの分岐Abel拡大Kπ
mは素元 πに依存するが，Kπ

mKurはmにしか依らない．これは，
上の構成が，Kur上ではより canonicalに記述されるからである．幾何学的に見通しよくするため
に，さらにKurの π進完備化K0 = K̂urの上で考える．K0の整数環W = Ôur

K は πを素元とし，
Fqを剰余体とする完備離散付値環である3．このときKm = Kπ

mK0とおくと，KabK0 =
⋃

m Km

であり，自然な制限によって Gal(KabK0/K0) ∼= Gal(Kab/Kur) ∼= O×
K である．さて，W 上で

は，Lubin-Tate群（高さ 1の形式OK 加群）Σ̃1という形式群スキームが同形を除いて唯一つ

2この本は，Colemanの結果を用いることによって局所類体論を Lubin-Tate理論を基礎として展開しており，岩
澤健吉『局所類体論』（岩波書店）の英訳ではない．

3OK が Zp 上分岐しているときは，W は Fq のWitt環ではない．
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に定まり，Kmは，Σ̃1の生成ファイバーΣ = (Σ̃1)K0 の pm-等分点Σ[pm]をK0に付加すること
で得られる体，ということになるのである4．これを説明するために，形式OK 加群を考える．

3 形式OK加群とその変形空間

K, OK , p = (π), k ∼= Fq,K0 = K̂ur,W = Ôur
K などの記号は前節の通りである．ここでは，形

式OK 加群とその変形空間を定義する (Drinfeld [Dr])．

Definition 1. (i) 単位元をもつ可換環Aに対し，A上の（1次元可換）形式群 (formal group)
とは，A 係数の 2 変数形式ベキ級数 F (X,Y ) ∈ A[[X,Y ]] で，(1) F (X,Y ) ≡ X + Y

(mod deg ≥ 2)，(2) F (F (X, Y ), Z) = F (X, F (Y, Z))，(3) F (X, Y ) = F (Y, X)の三つ
の条件をみたすものである．A 上の形式群 F, G に対し，準同形 f : F → G とは，(1)
f(F (X, Y )) = G(f(X), f(Y ))，(2) f(0) = 0をみたす f(X) ∈ A[[X]]のことである．

(ii) AをOK 代数とする．A上の形式OK 加群 (formal OK-module) とは，A上の形式群 F と，
単射環準同形 [·] : OK → End(F )の組Σ = (F, [·])であり，∀a ∈ OKに対し，[a](X) ≡ aX

(mod X2)をみたすものである．

Example 2. (i) A = Fqのとき，Fq上の形式OK 加群は高さ (height) n ∈ N>0 ∪{∞}によっ
て同形を除いて完全に分類される．Σ = (F, [·])の高さとは，F ∼= Gaのときは∞とし，そ
れ以外のときは，[π](X) = u ·Xqn

(u ∈ Fq[[X]]×)をみたす n ∈ N>0である．この定義は
πの選び方に依らない．Fq 上の高さ nの形式OK 加群を一つ固定し，Σnで表す．

(ii) Gm/Fpは高さ 1の形式 Zp加群である．Fp上の超特異楕円曲線の形式群は，高さ 2の形式
Zp加群である．

(iii) OK 代数の間のOK 準同形A → BとA上の形式OK 加群Σに対し，B上の形式OK 加群
Σ⊗A Bが自然に定まる．

Definition 3. C を，W 上の完備 Noether局所環 (A, m)で剰余体が A/m ∼= W/(π) ∼= Fq とな
るもの全体のなす圏（射はW 上の局所準同形）とする．(A, m) ∈ C に対して：

(i) A上の形式OK 加群 Σに対し，Σ⊗A (A/m)の高さを，Σの高さ (height) という．

(ii) A上の高さ nの形式OK 加群Σと，同形 i : Σ⊗A (A/m) → Σnの組 (Σ, i)を，ΣnのAへ
の変形 (deformation) という．2つの変形の間の射は自然に定義される．

Proposition 4. (Drinfeld) C から集合の圏への共変関手F0を

F0(A) = {ΣnのAへの変形の同形類 }

で定義すると，この関手は n次元局所環 A0 = W [[T1, . . . , Tn−1]] ∈ C によって表現される．こ
のとき普遍対象を Σ̃n/A0で表す．

4これは円分体論・虚数乗法論の類似である．例えば，円分拡大 Q(ζN )/Qは，Q上の群スキーム Gm の N 等分
点 Gm[N ]を付加することで得られる．
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すなわち，∀A ∈ C に対してF0(A) ∼= HomW (A0, A)であり，A上の任意の高さ nの形式OK

加群はあるW 準同形 f : A0 → Aによって Σ̃n ⊗A0,f Aと同形である．

とくに，n = 1の場合A0 = W であるから，Σ1のW への変形 Σ̃1（W 上の高さ 1の形式OK

加群）は同形を除いて唯一に定まることがわかる．これが前節で述べたW 上の Lubin-Tate群
である5．

さて，今度は Lubin-Tate群の pm-等分点にあたるものの一般化を考えよう．(A,m) ∈ C とす
ると，A上の形式 OK 加群 Σに対し，mには Σの演算 (F, [·])によって OK 加群構造が定まる．
これは，Aがm進完備であることから，mの元をA係数形式的ベキ級数に代入しても収束して
mの元を定めるからである．このOK 加群をmΣで表す．

Definition 5. (A, m) ∈ C とするとき：

(i) A上の高さ nの形式OK 加群 Σに対し，OK 加群の準同形 ϕ : (OK/pm)n −→ mΣで，

[πm](X) = u ·
∏

x∈(OK/pm)n

(X − ϕ(x)) (u ∈ A[[X]]×) (3.1)

をみたすものを，Σのレベル pm構造 (level pm-structure)6 という．

(ii) ΣnのAへの変形 (Σ, i)と Σのレベル pm構造 ϕの組 (Σ, i, ϕ)を，Σnのレベル pm構造つ
き変形 (deformation with level pm-structure) という．2つのレベル pm構造つき変形の間
の射は自然に定義される．

Example 6. A = Fq のときは，m = 0であるから，Σnのレベル pm構造は ϕ = 0のみである．
（Σnにおいては，[πm](X) = u ·Xqmn

であることに注意．）

Proposition 7. (Drinfeld) C から集合の圏への共変関手Fmを

Fm(A) = {ΣnのAへのレベル pm構造つき変形の同形類 }

で定義すると，この関手は n次元局所環 Am ∈ C によって表現される．レベル構造を忘却する
ことによって定まるW 準同形A0 → Amは有限平坦であり，普遍対象は (Σ̃n ⊗A0 Am, i, ϕ̃m)と
書ける．さらに，(OK/pm)n の標準基底を {e1, . . . , en}，Xi = ϕ̃m(ei) ∈ Am とすると，Am は
{X1, . . . , Xn}を正則パラメータとする完備正則局所環である．

さて，Fm には有限群 GLn(OK/pm) が右から自然に作用する（g ∈ GLn(OK/pm) に対し，
(Σ, i, ϕ) 7−→ (Σ, i, ϕ ◦ g)）から，AmはGLn(OK/pm)の左作用をもつ．このとき，

Proposition 8. SpecAm ⊗W K0 −→ SpecA0 ⊗W K0はGLn(OK/pm)をGalois群とする有限
Galoisエタール被覆である．

今一度n = 1の場合に戻って考えると，SpecA0⊗W K0 = Spec K0であるから，Am⊗W K0/K0

は，GL1(OK/pm) = (OK/pm)×をGalois群とするGalois拡大であるということになる．Amの
5一般の OK 代数 A（例えば OK）上でも，高さ 1の形式 OK 加群を Lubin-Tate群という．
6楕円曲線などの等分点の通常のレベル構造と区別するために，この形式加群のレベル構造をDrinfeldレベル構

造 (Drinfeld level structure) と呼ぶのが一般的である．
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定義は，[πm](X)の根（pm-等分点）の集合に入るOK 加群構造（＝OK/pmとのOK 同形），す
なわち pm-等分点の集合のOK 加群としての生成元（その集合は (OK/pm)×-torsor）をモジュラ
イすることになる．これをK0上で見ると，K0に Lubin-Tate群 Σ̃1 ⊗W K0の「原始」pm-等分
点たちを付加する（＝ [πm](X)の分解体を作る）ことになるわけである．

さて，われわれの興味は，このアフィンスキーム SpecAm ⊗W K0をK0の代数閉包K0まで
係数拡大したものの `進エタールコホモロジー群

H i(SpecAm ⊗W K0,Q`) (3.2)

にあるのだが，これを見るために，局所体上の代数多様体の `進エタールコホモロジーにおける
Galois表現について簡単に解説する．

4 消滅サイクルコホモロジー

一般に体K 上のGalois表現（ここでは，絶対Galois群GK の，標数 0の代数閉体上の有限
次元ベクトル空間への表現）を作るために最も広く使われている方法は，体K 上の代数多様体
（体K上の有限型スキーム）XをKの分離閉包Kまで係数拡大したものの `進エタールコホモ
ロジー群

V = H i(XK ,Q`)

（`はKの標数と異なる素数）を考える方法である7．ここでXKはX⊗K K = X×Spec K SpecK

の略記である．XK には第二成分にGK が作用するから，`進コホモロジー群の一般論により V

は有限次元であり，自然に Q` 上の Galois表現 GK → GL(V )が得られることになる．ここで
GK の元は，XK に体K上の多様体としての射（幾何学的な射）として作用しているわけではな
いことに注意する．Kが代数体または局所体の場合に，コホモロジー群へのGalois群の作用を，
何らかの幾何学的な射の作用（群スキームの演算・虚数乗法・Hecke対応など）に置き換えて理
解するのが，円分体論・虚数乗法論以来の代数的整数論の一つの目標であるといっていいだろう．

例えばK が有限体 Fq の場合は，GK は Frq : x 7→ xq で位相的に生成されるが，q乗（相対）
Frobenius射 F : XK → XK（これはK上の多様体の射である）を考えると，Frq ◦F がエタール
サイトの恒等射に自然同値な射（絶対 Frobenius）を引き起こすことから，V = H i(XK ,Q`)へ
の Frqの作用は F の作用の逆と一致する．この F の作用を Lefschetzの不動点公式で理解するこ
とにより，V への GK の表現を理解するのが Grothendieckによる方法である（Frq の作用の固
有値が求まる）．

さて，Xが局所体K上の多様体の場合を考えるときは，XをOK 上の固有平坦スキームに延
長して考えるのが有効である．ここで記号法を変更して，X をOK 上の固有平坦スキームとし，
そのK への係数拡大を生成ファイバー (generic fiber) と呼び，XK = X ⊗OK

K で表す．以下
XK は完備非特異多様体であると仮定しよう．このとき OK の剰余体へのX の係数拡大を特殊
ファイバー (special fiber) と言ってXk = X ⊗OK

kで表す．OK をK におけるOK の整閉包と

7本節に現れる `進コホモロジーに関する基本的な定理はすべて [SGA4],[SGA4.1/2],[SGA7]において見つけるこ
とができる．
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し，XK , X, Xk の OK への係数拡大をそれぞれXK , X,Xk で表し，ファイバーの包含射に次の
ように記号をつけよう：

XK

j //

²²

X

²²

Xk
ioo

²²
XK

j // X Xk
ioo

このとき，Lerayスペクトル系列を

H i(X, Rjj∗Q`) =⇒ H i+j(XK ,Q`)

という形に用い，また proper base change theorem を用いると，

H i(X, Rjj∗Q`) ∼= H i(Xk, i
∗
Rjj∗Q`)

となる．このXk上の `進エタール層 i
∗
Rjj∗Q`をRjψQ`で表し，近接サイクル層 (nearby cycle

sheaf) という8．このスペクトル系列を用いて，有限体上の多様体（の係数拡大）Xk上の `進層
のコホモロジーの計算に帰着するのが，XK のコホモロジーの計算の基礎である．

さて，もしX がOK 上滑らか（このときXkは k上の完備非特異多様体）ならば

RjψQ` =




Q` (j = 0)

0 (j 6= 0)
(4.1)

であることが示され (local acyclicity of smooth morphisms)，上のスペクトル系列は退化して，

H i(Xk,Q`) ∼= H i(XK ,Q`)

となる (proper smooth base change theorem)．このとき左辺を全射GK → GkによってGK の
表現とみなすと，両者はGK の表現として同形である．このようにGK → Gkを経由するGK の
表現を不分岐 (unramified) なGalois表現という．

より興味深いのはX が OK 上滑らかでない場合であり，このとき特殊ファイバーXk は特異
点をもつため，XK は悪い還元 (bad reduction) をもつ，という．対応する V = H i(XK ,Q`)へ
のGalois表現は一般には分岐する，すなわちGkを経由しないことになる．GK → Gkの核，す
なわちGal(K/Kur)をK の惰性群 (inertia group)といい IK で表す：

1 // IK
// GK

// Gal(Kur/K) ∼= Gk
// 1

さて，この場合に上で導入した近接サイクル層を用いたスペクトル系列

H i(Xk, R
jψQ`) =⇒ H i+j(XK ,Q`)

を用いて右辺のGalois表現を計算したい．RjψQ`はXk 上のエタール層だが，定義から惰性群
IK の作用を持っているので，これによってH i(XK ,Q`)の分岐したGalois表現の情報を担って

8消滅サイクル層 (vanishing cycle sheaf) は近接サイクル層とほぼ同じものを指す（R0 のみが異なる）が，コホ
モロジーの名前としては，消滅サイクルコホモロジー (vanishing cycle cohomology) の方が一般的なようである．
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いる．また，RjψQ`はエタール層であるから局所的に計算することができ，上に述べたように
Xkの点のうち，その近傍でX/OK が滑らかであるような点では自明となるから，Xkの特異点
における計算が特に重要になる．

それでは，Xkの幾何的点 xにおける近接サイクル層の茎 (RjψQ`)xとはどんなものだろうか．
Zariski位相の場合と同様に，エタール層の茎は局所環（この場合は強Hensel局所環）を用いて
計算できる．つまり，xにおけるX の強 Hensel局所環の SpecをXxとすると，これは Our

K 代
数であり：

(RjψQ`)x = (Rjj∗Q`)x = H0(Xx, Rjj∗Q`) = Hj(Xx ⊗Our
K

K,Q`)

となる．これらはすべて IK の表現としての同形である．これは，前節の末尾で見た形のエター
ルコホモロジー群に極めて近いことが分かるだろう．前節で現れたのは完備局所環の幾何的生成
ファイバーのコホモロジーであった．ここで見たような OK 上有限型スキームの強 Hensel局所
環Xxの場合，その完備化の Specを X̂xで表すと，これはW = Ôur

K 代数であり，藤原-Gabber
による近接サイクル層の formal invariance theorem ([Fu]) により，

Hj(Xx ⊗Our
K

K,Q`) ∼= Hj(X̂x ⊗W K0,Q`)

（IK = Gal(K/Kur) ∼= GK0 の表現として同形）となるのである．

では，前節で導入した形式 OK 加群の変形空間 SpecAm は，OK 上のある固有平坦スキーム
X上の幾何的点 xにおける強Hensel局所環の完備化になっているのであろうか？無論答えは然
りであり，このXはHarris-Taylorによって構成されたユニタリ型志村多様体の整数環上のモデ
ルであり，その超特異Abel多様体に対応する点 xを取るのである ([HT], Lemma III.4.1(1))．

5 非可換Lubin-Tate理論と志村多様体

さて，非可換 Lubin-Tate 理論 (non-abelian Lubin-Tate theory) とは，3 節で定義した，
GLn(OK/pm)× IK の作用をもつコホモロジー群：

H i(Spec Am ⊗K0, Q`)

におけるGLn(OK/pm)および IK の表現の対応から，尖点表現に対する局所 Langlands対応が
構成できることを予想するものであるが，本稿ではその構成法は省略する（それほど複雑なもの
ではないので，是非 [Car]を参照されたい）．この予想は，おそらくDeligneおよびDrinfeldに
端を発するものだが，もちろん適当に予想されたわけではない．その理由は，前節末尾に述べた
ように，このコホモロジーはある種の志村多様体の悪い還元の消滅サイクルコホモロジーとして
自然に現れるものであり，代数体上の志村多様体のコホモロジーには大域 Langlands対応が実
現することが期待され（少なくともモジュラー曲線・志村曲線の場合には知られ）ていたからで
ある．モジュラー曲線の場合（すなわち，K = Qp, n = 2の場合）には，この幾何学的実現は
Katz-Mazurによる整数環上のモデルの構成によって確認される．これを簡単に見ておこう．

SL2(Z)のレベル N の主合同部分群 Γ(N) = {A ∈ SL2(Z) | A ≡ 1n (mod N)}による上半
平面の商空間 Γ(N)\hを尖点でコンパクト化したリーマン面は，自然に Q上のモジュラー曲線
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X(N)の幾何学的連結成分の C有理点の集合とみなせる．このモジュラー曲線は自然なモジュ
ライ解釈を持ち（楕円曲線とそのレベルN 構造のモジュライ），自然に Z[1/N ]上の固有かつ滑
らかなスキームに延長できる．これを N を割る標数にまで延長するためには，3節に紹介した
Drinfeldレベル構造を用いればよい．これを展開したのが Katz-Mazur[KM]であり，大まかに
以下のように行う．N = N ′pm, (p,N ′) = 1とし，X(N ′)が精モジュライとなるようにN ′を充
分大きく取っておく．X(N ′)は固有かつ滑らかな Zp上のモデルX ′を持つ．さて，楕円曲線の
モジュライの完備局所環を考えることは，楕円曲線の変形空間を考えることであるが，これは
Serre-Tateの定理により，楕円曲線の Barsotti-Tate群（p-可除群）の変形を考えることと同値
である．さらに，楕円曲線が超特異ならばその Barsotti-Tate群は連結で，形式群の変形を考え
ることと同値になる．そこで，ある Fp上の超特異楕円曲線に対応するX ′の特殊ファイバー上
の幾何的点 x′を取ると，X̂ ′

x′ は高さ 2の形式 Zp加群の変形空間 SpecA0 = SpecW [[T ]]に同形
である．さて，Katz-Mazurは，X(N)の正則かつ Zp上固有なモデルXを，X ′上の普遍楕円曲
線Eに対応するX上のBarsotti-Tate群のレベル pm構造のモジュライ空間として構成する．こ
れを局所的に見ると，有限平坦被覆X → X ′による X̂ ′

x′ の逆像は SpecAmに他ならない．Σ2

に入るレベル pm構造は 0のみであるから，x′の逆像は 1点 x ∈ Xであり，SpecAm
∼= X̂xとな

る．X を Zp[ζN ]上正規化しておく（[KM]の Γ[N ]Z[ζN ]-can構造）と，特殊ファイバーの特異点
は超特異楕円曲線に対応する点だけになり，その各点での消滅サイクルコホモロジーは，3節で
扱ったコホモロジー群となる．

さて，Q上のモジュラー曲線のコホモロジー群

lim−→
N

H1(X(N)Q,Q`)

には Eichler-志村対応によって重み 2の正則固有保型形式に対応する GL2(AQ)の保型表現 π =
⊗vπv とGQの 2次元表現 ρの間の大域 Langlands対応が実現しているわけだが，その素数 pで
の局所的な対応，すなわち πp ←→ ρ|GQp

の局所 Langlands対応は，X(N)Qp
のコホモロジー群

に実現している．これが前節の一般論が適用される対象であり，N = N ′pmのときはX(N)は p

で悪い還元をもつから，X(N)のKatz-MazurモデルX/Zpを用いてスペクトル系列

H i(XFp
, RjψQ`) =⇒ H i+j(X(N)Qp

,Q`)

を考えなくてはならない．これを具体的に書くと，完全系列

0 // H1(XFp
, R0ψQ`) // H1(X(N)Qp

,Q`) // H0(XFp
, R1ψQ`) // H2(XFp

, R0ψQ`)

を得るが，前段落の最後に述べたことから，(R1ψQ`)x 6= 0となる点 xは超特異楕円曲線に対応
する点だけである．よって，

H0(XFp
, R1ψQ`) =

⊕

x : s.sing.

(R1ψQ`)x =
⊕

x : s.sing.

H1(SpecAm ⊗K0,Q`) (5.1)

となり，(3.2)のコホモロジー群が，局所体上のモジュラー曲線のコホモロジーの一部を与えて
いることが分かる．さて，上のような完全系列はN = N ′pmのmを動かしたときに可換図式を
作っているから，

lim−→
m

H1(X(N ′pm)Qp
,Q`)
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から復元される局所 Langlands対応において，GL2(Qp)のどの既約許容表現がどの部分に現れ
るかを考察することができる．さて，XのZp[ζN ]上の正規化の特殊ファイバーの各既約成分（井
草曲線）のラベルに注目すると，H1(XFp

, R0ψQ`)の部分から得られるのは GL2(Qp)の放物型
部分群から誘導される表現だけであることが分かる．このようにして，尖点表現に関する局所
Langlands対応は，上で見た，(5.1)の部分に本質的に現れていると考えられるのである．（もち
ろん，大域 Langlands対応が悪い素点において局所 Langlands対応と互換性があることは自明
なことでなく，大域的な議論を用いてGL1（類体論）の場合に帰着しなくてはならない．）

これは本質的に，Deligneの手紙 [Del]において観察されていたことであり，後にHilbertモジュ
ラー形式（総実代数体上の志村曲線のコホモロジー）に拡張する形で Carayol[Car2]によって，
またユニタリ型志村多様体のコホモロジーに拡張する形でHarris-Taylor[HT]に応用された議論
である．本節で紹介したモジュラー曲線に関する議論から類推されるように，Harris-Taylorは，
CM体上のユニタリ型志村多様体のコホモロジーにおける大域 Langlands対応と局所 Langlands
対応（任意の局所体K上のGLn）との互換性を示し，局所体上の志村多様体のコホモロジーを
Katz-Mazur型モデルの特殊ファイバーの幾何学を用いて分解していくことで，尖点表現に関す
る局所 Langlands対応は，超特異Abel多様体に対応する点の消滅サイクルコホモロジー，すな
わち (3.2)から得られる部分に実現していなくてはならないことを示したのである．その意味で
は，非可換 Lubin-Tate予想の「結果」は証明された．しかし，形式OK 加群のレベルつき変形
空間という単純な局所的定義をもつ対象から局所 Langlands対応が構成されることの本当の理
由を洞察するためには，やはり純局所的な証明が待たれているというべきであろう．

6 m = 1の場合：Deligne-Lusztig理論を用いた局所的アプローチ

さて，この単純な定義を持つ形式 OK 加群の変形空間 SpecAmの消滅サイクルコホモロジー
群であるが9，何とか大域的な方法を使わず，純局所的に計算できないものだろうか．ここでは，
m = 1の場合に数論幾何的な方法でこれを計算する方法を述べる．

まず，ここで得られる幾何学的な結果の表現論・整数論的な背景を述べよう．非可換Lubin-Tate
理論においては lim−→

m

H i(SpecAm ⊗K0,Q`)を考える（とくに i = n − 1が最も重要である）が，

この直極限をGLn(OK)の表現と考えるならば，H i(Spec Am ⊗K0,Q`)は部分群 1n + Mn(pm)
に関する不変空間である．とくに，m = 1の場合 SpecA1のコホモロジーには，1n +Mn(p)-不変
ベクトルを持つようなGLn(K)の尖点表現の，1n +Mn(p)-不変空間へのGLn(OK/p) = GLn(k)
の表現が見えるはずである．このようなGLn(K)の尖点表現は，深さ 0 (depth 0) の尖点表現と
呼ばれ，GLn(k)の尖点表現（放物型部分群からの誘導表現の部分商として現れないような既約
表現）をGLn(OK)に引き戻してからGLn(K)にコンパクト誘導して得られるものであるから，
H i(Spec A1⊗K0,Q`)にはGLn(k)の尖点表現が現れることが期待される．GLn(k)の尖点表現は
Greenによって 50年代に分類されており，kの n次拡大 kn = Fqn の乗法群 k×n（GLn(k)の中の
トーラス）の generic10指標χ : k×n → Q×` のGal(kn/k)-軌道 {χ, χq, . . . , χqn−1}と 1対 1に対応す

9単純ではない，難解だという意見もありそうだが，GLn(K)の尖点表現の具体的な構成の複雑さを考えると，す
べての尖点表現を生み出す力があることは驚くべきことだと思われる．

10ここでは，指標が genericであるとは，その Gal(kn/k)-軌道が n個の相異なる元をもつことである．
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る（MacDonald対応）．この対応でχに対応する尖点表現πχは，GLn(k)のSteinberg表現（Borel
部分群の自明表現からの誘導に含まれる非自明な既約表現）Stを用いると，πχ⊗St ∼= IndGLn(k)

k×n
χ

で特徴づけられる．

一方，この場合に局所 Langlands対応：

{GLn(K)の既約尖点表現 } ←→ {WK の既約 n次元表現 }

を考える．ここでWK はGK → Gk
∼= Ẑによる Zの逆像（KのWeil群 Weil group）である11．

GLn側を不分岐指標によるひねりについて同一視する（χ : K× → K×/O×
K
∼= Z → Q×` に対し

て，πと π⊗ (χ ◦ det)を同一視する）と，対応するWK の既約表現の IK への制限が一意に定ま
るはずである．これは，上のMacDonald対応から容易に想像されるように，k×n の generic指標
を経由するような IK の馴分岐 (tamely ramified) 指標12χ : IK → k×n → Q×` のGal(kn/k)-軌道
の直和に他ならない．これがWK の既約 n次元表現の IK への制限になっている理由は次の通り
である．Kの n次不分岐拡大 Lを取ると，IK = ILの k×n の generic指標を経由する馴分岐指標
χを，WLの指標 χ̃に延長でき13，IndWK

WL
χ̃がWK の既約 n次元表現を与える．WK の馴分岐な

既約表現はこの形のもので尽くされる．

以上のことから期待される結果は，

Theorem 9. GLn(k)× IK の表現として，

Hn−1(SpecA1 ⊗K0,Q`) =
(⊕

χ

πχ ⊗ χ
)⊕ ρ

となる．ここでχはすべての IK → k×n のgeneric指標を走り，GLn(k)の尖点表現および IK → k×n
の generic指標は ρには現れない．

というものであり，これは局所的な数論幾何学によって，Deligne-Lusztig理論 [DL]（有限体 k

上の簡約代数群Gの表現に関するMacDonald対応を，k上の滑らかなアフィン多様体のコンパ
クト台エタールコホモロジーの中に実現する理論）に帰着して示すことができるのである ([Y])．
その概要を以下に説明する．これは，5節で概観した，志村多様体の消滅サイクルコホモロジー
とそれに現れる表現の分析の手法を，より局所的な状況に応用するものである．

X = SpecAm のような局所W 代数の消滅サイクルコホモロジー H i(X ⊗ K0,Q`)を計算す
るためには，その良いモデルを作ればよい．ここで，W 上のスキームX のモデルとは，固有射
f : X ′ → X で，生成ファイバーへの制限X ′ ⊗W K0 −→ X ⊗W K0は同形射となるものを指す．
x ∈ X を閉点，f−1(x) = Y ⊂ X ′とすると，proper base change theorem によって

H i(Y, RjψQ`) =⇒ (Ri+jψQ`)x = H i+j(X ⊗K0,Q`)

11離散位相を入れた Zへの全射が連続となるように，GK からの誘導位相よりも強い位相を入れる．
12IK の最大 pro-p 部分群 PK（暴惰性群 wild inertia group）による商は馴惰性群 (tame inertia group) と呼ば

れ，IK/PK
∼= lim←−

n,

k×n（n′ | nに対するノルム写像 Nkn/kn′ に関して逆極限をとる）である．馴分岐指標はある nに

対して k×n の generic指標をを経由する．
13局所類体論によりW ab

L
∼= L× で，(OL/pL)× ∼= k×n．
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というスペクトル系列ができ，X ′が充分に幾何学的に単純であれば，Y 上のRjψQ`が計算でき
ることがある．例えば，X ′が一般半安定還元 (generalized semistable reduction) をもつ，すな
わち特殊ファイバーX ′

k
= X ′ ⊗W kの任意の点 x ∈ X ′

k
に対して xにおける完備局所環が

W [[T1, . . . , Tn]]/(π − T e1
1 · · ·T ed

d ), (p, ei) = 1 (1 ≤ i ≤ d)

に同形であるときは，次のような定理を用いることができる（モデルX ′がW 上の有限型スキー
ムから来ることを仮定する）：

Theorem 10.（斎藤毅 [Sa], Prop. 6）一般半安定還元を持つX ′に対し，X ′
k
の既約成分の集合を

{Yi}i∈I，YiのX ′
k
における重複度を diとする．Iの有限部分集合 Jに対して YJ =

⋂
i∈J Yi, Y 0

J =

YJ \
⋃

i/∈J Yiとおき，{di}i∈J の最大公約数を dとおく．このときRjψQ`|Y 0
J
は階数 d · (|J |−1

j

)
の

滑らかなQ`-層であり（j > |J | − 1のときは
(|J |−1

j

)
= 0とおく），IK の作用は，IK → µdを経

由する．さらに，|J | 6= 1ならば，RjψQ`|Y 0
J
の交代和は 0である：

∑

j

(−1)j [RjψQ`|Y 0
J
] = 0.

ここで交代和は IK の作用をもつ滑らかなQ`-層のGrothendieck群で考える．

さて，SpecA1の良いモデルの構成は以下のように行う．レベル p構造の定義式 (3.1)の最初
の係数（Xの係数）に注目し，Prop. 7によるA1の正則パラメータX1, . . . , Xnの定義を用いる
と，A1において，

π = u ·
∏

a∈kn\{0}

(
[a1](X1) +eΣ · · ·+eΣ [an](Xn)

)
, u ∈ A×1

という関係式があることが分かる．ここで，a = (a1, . . . , an), 0 = (0, . . . , 0)であり，[ai]および
+eΣは普遍形式加群 Σ̃nの演算を表す．これによって，適当な Σ̃nのW [[X̃1, . . . , X̃n]]への持ち上
げを用いると，A1を

A1
∼= W [[X̃1, . . . , X̃n]]/(π − P (X̃1, . . . , X̃n))

という形に書くことができる．ここでP はW 上の形式的ベキ級数で，ai ∈ kを ãi ∈ µq−1∪{0} ⊂
OK に持ち上げておくと，

P (X̃1, . . . , X̃n) = u ·
∏

a∈kn\{0}

(
ã1X̃1 + · · ·+ ãnX̃n + (高次の項)

)
, u ∈ W [[X̃1, . . . , X̃n]]× (6.1)

の形に書ける．この具体的な表示から出発してモデルの構成を行うのだが，方程式の形から，
SpecA1の特殊ファイバーには (a1 : · · · : an) ∈ Pn−1(k)に対応して既約成分が (qn−1)/(q−1)個
あり，各成分は重複度 q−1を持つことが分かる．そこで閉点 xを一度ブローアップすると重複度
qn − 1の新しい既約成分 Pn−1/Fq が現れ，これに (X̃1 : · · · : X̃n)で定まる射影座標を考えると，
他の既約成分は Pn−1と各 Fq-有理的な超平面で交わっていることが分かる．また，X1, . . . , Xn

とGLn(k)の作用の定義から，GLn(k)は射影座標に線形変換で作用する．これらの交わりをさ
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らにブローアップしていくことによって一般半安定還元モデルを作ることができ，これに上記
Theorem 10を適用する．そうすると，他の既約成分の重複度が qk − 1 (k < n)であることから，

Y0 = Pn−1 \
⋃
{すべての Fq-有理的な超平面 }

の上を除くと，(1) RjψQ`の交代和は 0であり，また (2) RjψQ`に IK → k×n ∼= µqn−1の generic
指標は現れないことが分かる．また，Fq-有理的なアフィン部分空間上のRjψQ`にはGLn(k)の
放物型部分群が作用し，Pn−1 \ Y0上のコホモロジーはGLn(k)の放物型誘導表現であることか
ら，(3) GLn(k)の尖点表現もH i

c(Y0, R
jψQ`)（コンパクト台コホモロジー）にしか現れないこ

とが分かる．

残るのはこのH i
c(Y0, R

jψQ`)の計算であるが，この Y0の部分は，W の qn − 1次馴分岐拡大
Wn = W (πn) (πn = π1/(qn−1))まで係数拡大して正規化するとW 上滑らかになり，特殊ファイ
バーが Fq上の n− 1次元非特異アフィン多様体になるのである．この計算は大まかには次の通り
である．方程式 π−P (X̃1, . . . , X̃n) = 0に X̃i = πnX ′

iという変数変換を行い，(6.1)を用いると，

π − πqn−1
n ·

∏

a∈kn\{0}
(a1X

′
1 + · · ·+ anX ′

n) + (πqn

n で割れる部分) = 0

という形になり，πqn−1
n で割って mod πnすると，

1−
∏

a∈kn\{0}
(a1X

′
1 + · · ·+ anX ′

n) = 0

という Fq 上の非特異アフィン多様体の定義方程式を得る．このアフィン多様体をDLと表して
おくと，もともとの馴惰性群 IK → k×n = µqn−1

∼= Gal(Wn/W )の作用：

πn 7−→ ζπn (ζ ∈ µqn−1, IK → µqn−1)

は，DLの座標環に対するX ′
i 7−→ ζ−1X ′

iという幾何的な作用に置き換えられ，DLへのGLn(k)
の作用は列ベクトル t(X ′

1, . . . , X
′
n)に対する線形変換である．このWn上のモデルの近接サイクル

層は特殊ファイバーのDLの部分では自明 (4.1)であり，DLは (X ′
1, . . . , X

′
n) 7−→ (X ′

1 : · · · : X ′
n)

によって Y0 上の Galoisエタール被覆（Galois群は k×n）になっているから，j 6= 0に対しては
RjψQ`|Y0 = 0で，H i

c(Y0, R
0ψQ`) ∼= H i

c(DL,Q`)となる．以上によって，コホモロジーの交代
和を，GLn(k)× k×n のQ`上の有限次元表現のなすGrothendieck群において

H∗(SpecA1 ⊗K0) =
∑

i

(−1)i[H i(SpecA1 ⊗K0,Q`)], H∗
c (DL) =

∑

i

(−1)i[H i
c(DL,Q`)]

とおくとき，

Theorem 11. H∗(SpecA1 ⊗K0) = H∗
c (DL).

このような幾何学的操作によって，問題はDLのコホモロジー群へのGLn(k)× k×n の作用に
帰着されるが，Deligne-Lusztig[DL]によってHn−1

c (DL,Q`)にMacDonald対応が実現し，さら
にH i

c(DL,Q`) (i 6= n− 1)にはGLn(k)の尖点表現が現れないことが示されており，Theorem 9
はDeligne-Lusztig理論から直接に従うのである．
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