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Aplicaciones de la integral indefinida

Practica de Calculo, E.U.A.T,Grupos 1°Ay 1°B, 2005

Estapractica muestracdmo calcularalgunasareasy volimenesutilizandointegralesEn cadacasodaremodérmulas
paracalcularel &eao el volumendel quesetrate;la justificaciin de estaférmulassehavisto (o severapronto)enla
clasedeteorf.

Paradibujaralgunasdelasfuncionesqueaparecerenla précticausaremoslgunasirdeneggréicas nuevasFilledPloty
ParametricPlot3DEstasérdenesno sonnecesariaparalos cdculos que haremosperosonmuy Utiles paramostrar
gr&icamentesuperficieso volimenes.

En algunasde las érdenessiguientesno se muestrael dibujo de salida,peropodés verlo ejecutanddas 6rdenesen
Mathematica.

m Area de una regio n plana limitada por dos curvas

m Areaentre unafuncion y el eje horizontal

Como sabés, el &eaentrela grdica de unafuncién positivay el eje horizontalen unaciertaregitn esla integral
indefinidade dichafuncion enesaregitn. Sila funcion no essiemprepositiva,la integralindefinidacuentael area'"con
signo": positivasi quedapor encimadel eje y negativasi quedapor debajo.Entoncesparacalcularel areaentrela
gré&ica deunafuncidn y el ejehorizontallo quehacemosscalcularla integraldel valor absolutode dichafuncion.

El &eaentrela gréica deunafuncion y el eje horizontalenun intervaloesla integral
del valor absolutodela funcion eneseintervalo.

Porejemplo:calculemosl &eabajola siguientefuncion enel intervalo[1,2]:

In[1]:

fIx ]1:=x"2-1/2
In[2]:= Nintegrate[Abs[f [x]], {X, 1, 2}]

Qut[2]= 1.83333

In[3]: = Supongamosguequeremosalcularel &eaentrela siguientefuncion y el eje horizontal,perosdo enel trozo
enquela funcion espositiva:
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Inf3]:= f[x_]:=x"3-3x"2+1;
Pl ot [f [x], {x, -1, 3}1;

w\
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Primerotenemogjuesaberenquéintervaloespositiva;paraesopodemoshallarlos puntosde cortecon NSolve:

In[5]:= corte =NSol ve[f [Xx] =0, X]

Qut[5]= {{x > -0.532089 }, {x - 0.652704 }, {x - 2.87939 }}

Vemosquenosinteresda integralentreel primery el segundaorte:

In[6]:= x /. corte[[l

a= 1]
b=x/. corte[[2]]
Qut[6] = -0.532089

Qut[7]= 0.652704

Podemosombreakel &eaquesequierecalcular:

In[8]:= << Gaphics'FilledPlot*
Fi Il edPl ot [f [x], {X, a, b}];

Suvalores:

In[10]:= Nintegrate[f [Xx], {X, a, b}]

Qut[10] = 0.781417

(Aqui no hacefalta el valor absolutoporquela funcion espositivaenesteintervalo)

Si queremodallar el &eaentrela mismafuncién y el eje horizontal,peroahoraentreel primer cortey el segundo,
podemoshacerio mismocambianddos extremos:
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In[11]:= c=Xx /. corte[[3]]
Qut[11] = 2.87939

In[12]:= Nintegrate[Abs[f [x]], {X, a, C}]

Nintegrate :: ncvb : Nintegrate failed to converge to prescribed
accuracy after 7 recursive bisections in x near x = 0.6539314160084104

Qut[12] = 5.01004

In[13]:= FilledPl ot [f [X], {X, &, C}]
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-2!

-3l
Qut[13] = =~ Graphics -

Observadjuelntegratese equivocaaungquepongamo®l valor absoluto porqueno sabecalcularcorrectamentrimiti-
vasdefuncionesconpicos:

In[14]:= (* MAL, Integrate no sabe hacer esta integral =x)
I ntegrate[Abs[f [x]], {X, &, C}]

Qut[14]= -3.4472

m Area entre dosfunciones

Calcularel areadel trozo quequedaentrelas gréicas de dosfuncionesf y g eslo mismoquecalcularel aeaentrela
funcién f-gy el ejehorizontal,asi quepodemosalcularlacomola integralindefinidadel valor absolutode f-g.

Porejemplo,calculemosl &eadeltrozoquequedaentreestasdosfuncionesentresusdoscortes:

In[15]: =

]1:=Cos[X]; (xen rojox)
_]1:=x"2-x-1; (*xen azul )
t[{f [X]i g[x]}r {Xi _31 3}1
Pl ot

[X
[X
(o]

vQ

|
Styl e » {{R@BCol or [1, 0, 0]}, {RG&BColor [0, O, 11}}]1;
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Primerocalculamodos cortes(estavez necesitamossarFindRoot):

In[18]:= sol 1 = Fi ndRoot [f [X] ==g[x], {X, 0}]

Qut[18] = {X —» -0.875106 }

In[19]:= a=x /. sol 1[[1]]

Qut[19]= -0.875106

In[20]:= sol 2 = Fi ndRoot [f [X] ==g[x], {X, 1}]

Qut[20]= (X - 1.60337 }

In[21]:= b=x /. sol 2[[1]]

Qut[21] = 1.60337

In[22]:= Nintegrate[Abs[f [x]-g[x]], {X, &, b}]

Qut[22] = 3.55068

El trozodelquehemoscalculadcel areaeséste:

In[23]:= FilledPl ot [{f [x], g[Xx]}, {X, &, b}];

0.5;

m Longitud deunacurva dadacomografica de una funcion

Podemosgalcularla longituddela curvaqueresultaal dibujarla gréica dela funcién f de[a,b] enR usandda siguiente
férmula (quenojustificaremosaquy:

b
longitud de la grafica = J
a

Un ejemplo:
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In[24]:= f [x_]:=Tan[x]
(» eleginos el intervalo [-1.3,1.3] »)
Pl ot [f [x], {x, -1.3, 1.3}7;
longitud =Nintegrate[Sqrt [1+ (f’ [x])"2], {x, -1.3, 1.3}]

3F

Qut[26]= 7.89257

m Area de una superficie de revolucio n

m Girando entorno a OX

Dadaunafuncién positiva f definidaen[a,b], pensamognla superficiequesegenerasi giramosesafuncién unavuelta
completaalrededodel ejehorizontal.El areadela superficiequequedavienedadapor la formulasiguiente:

b
area al girar entorno aOX = ZJTJf (X) A/1+ (f" (X))
a

Inf27]:= f[x_]1:=1+1/(5.6-x)+1/2Cos[x];
Pl ot [f [x], {X, O, 5}, PlotRange -» {0, 3}, AspectRati o - Automatic];
Paranmetri cPl ot 3D[{x, f [x] Cos[u], f[x]Sin[ul}, {x, O, 5}, {u, -Pi /72, 3Pi /2}1;

El &easeobtieneusandda férmulaanterior:

In[30]:= area=2*Pi «sNintegrate[f [x] Sqrt [1+ (f' [x])"2], {X, 0, 5}]

Qut[30]= 55.521

» Girando entorno aOY

Si ahoratenemosunafuncién f definidaen[a,b] con a>0 (ahorano hacefalta quef seapositiva),podemogirarlaen
tornoal eje QY y generaasiunasuperficie. Suareavienedadapor:

b
area al girar entorno aOQY = Zanxll+ (f' (x))? dx
a

Un ejemplo(mediaesfera):

In[31]:= f[x_]:=-Sgrt[1l-x"2];
Pl ot [f [x], {X, O, 1}, PlotRange » {0, -1}, AspectRati o - Autonatic];
ParanetricPl ot 3D[{x Cos[u], xSin[u], f[x]}, {x, 0, 1}, {u, -Pi /2, 3Pi /2}];
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In[34]:= area=2*Pi xIntegrate[xSqrt [1+ (f' [x])"2], {X, 0, 1}]

Qut[34]= 27

(Observadqueenestecasoparticularhemospodidocalcularla integralexactausanddntegrate).

m Volumen de un soélido de revolucié n

m Girando entorno a OX

Dadaunafuncién positiva f definidaen[a,b], generamosin sdido derevolucid girando360° la regitn quequedabajo
la grdica def entrelasabscisagay b entornoal eje OX. El volumendela figura asiconstruidgpuedecalcularsaisando
la siguienteformula, llamadaférmula delos discos

b

volumen al girar entorno aOX = HJ (f (x))2dx
a

Un ejemplo:
In[35]:= f[x_]1:=1+1/(5.6-x)+1/2Cos[x];
Fill edPl ot [f [x], {X, 0, 5}, PlotRange » {0, 3}, AspectRati o - Automatic];
Parametri cPl ot 3D[{{x, f [Xx] Cos[u], f[x]Sin[ul},
{5, f[5]1x/5Cos[u], f[B]1x/5Sin[u]l}}, {X, O, 5}, {u, 0, 2Pi }];
Suvolumenes:

In[38]:= volunen=Pi *xNIntegrate[(f [x])"2, {X, 0, 5}]

Qut[38] = 31.2794

La formulasellamade los discosporqueseobtiene"sumando'las &easde los discosquegeneracadalineaverticalde
la regidh como vemosen la siguienteilustraci. (Recordamosqui que unaintegral es en esenciauna "suma
infinita",por ello la "suma"detodaslas &easde cadadisco,r (radio? = (f (X)), dalugarala integralanterior).

Lo siguienteessdo paraqueseveaestaidea:

In[39]:= ParanetricPlot3D[{{x, O, f[x]Ju/ (2Pi )}, {2, f[2]x/5Cos[u], f[2]Xx/5Sin[u]},
{4, f[4]1x/5Cos[u], f[4]1x/5Sin[u]l}}, {X, O, 5}, {u, O, 2Pi},
Aspect Rati o » Automatic, ViewPoint » {3.6, -3.6, 1}, PlotRange > Al | 1;

m Girando entorno aOY

Dadaunafuncién f definidaen[a,b] con a>0, generamosin sdido girandocomoantesa regicn entrela grdica def y
el ejehorizontal estavezalrededodel eje QY. El volumendel cuerpoqueresultaestadadopor la siguienteférmula:

b

vol unenal girar entornoaOY = ZJTJ xf (x)dx
a

Sif esnegativaenalgin puntohacefalta ponerel valor absolutodef enla férmulaanteriorenlugardef parano contar
comonegativoel volumengquequedapor debajodel eje horizontal.
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In[40]:= f[x_1:=1/74+Sqrt[l/4- (x-1)"2];
(» interval 0[0.5,1.5] x)
FilledPl ot [f [x], {x, 0.5, 1.5}, PlotRange -» {0, 1}, AspectRati o- Automatic];
Par anetri cPl ot 3D[
{{xCos[u], xSin[u]l, f[x]}, {0.5Cos[u], 0.5Sin[u], (x-0.5)f[1.5]},
{1.5Cos[u], 1.5Sin[u], (x-0.5)f[1.5]1}}, {x, 0.5, 1.5}, {u, 0, 2Pi},
AspectRati o » Automatic, ViewPoint -» {0.5, -3, 2}, PlotRange -» Al |l ];

El volumenes:
In[43]:= volunen =2*Pi «sNintegrate[xf [x], {x, 0.5, 1.5}]

Qut[43]= 4.0382

La férmulasellamadelos tubosporqueseobtiene"sumando'las &reasde los tubosquegeneracadalineaverticaldela
regién (recordamosquiqueunaintegralesenesenciauna“sumainfinita”, asiquela "suma"detodaslas &easde cada
tubo, 2r (base)%altura)= 2r x f(x), dalugaralaintegral).El siguientedibujo muestraesto:

In[44]:= ParanetricPlot3D[{{x, O, f[x]Ju/ (2Pi)}, {0.51Cos[u], 0.51Sin[u], (x-0.5)f[0.51]1},
{0.9Cos[u], 0.9Sin[u], (x-0.5)f[0.9]}}, {Xx, 0.5, 1.5}, {u, 0, 2Pi},
Aspect Rati o » Automatic, ViewPoint -» {-1.069, -2.776, 2.5}, PlotRange » Al |l ];

m Ejercicios

1-Calcularel &eadela regitn del planolimitadapor lascurvassiguienteentrelasabscisag=—2y x=2:
y = X sen(x+2),y=4 cos(x)

2-Calcularla longituddelarcodela curvaf(x) = 6 log(x) + 7 vV x3 entrelos puntosde abscisag=1y x=3.
3-Hallael &eadelaregitn del planoentrela curva
y =6-3x-x

y la rectax+y—3=0.

4-Hallael volumendel sdido queresultaal girar el &reabajola partepositivadela gréica dey = x? + 5 entornoal eje
OX.

5-Hallael &eadela superficiequeresultaal girar la curvadel ejercicioanteriorentornoal eje OX.

6-Halla el volumendel cuerpoquequedaal girar la regitn bajola gréica dela funcién cosencentreOy n/2, primeroen
tornoal ejeOXy luegoentornoal eje OY.

7-Conla funcién anterior,calculael &eadela superficieresultanteal girarentornoalos dosejes.
8-Calculaunaférmulaexplicita parael volumende unaesfera.

9-Encuentraunaformulaquedé el volumende un conoderevolucid.



